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Vorwort. 



Mit dem vorliegenden Lehrbuch der Elasticität und Festigkeit soll nicht 
allein dem angehenden Bau- und Maschinentechniker ein Mittel dargeboten werden, 
welches ihm ermöglicht, sich ohne Kenntnis der höheren Mathematik mit den 
wichtigsten und für den gewöhnlichen Bedarf notwendigsten Gesetzen der Elastici- 
täts- und Festigkeitslehre bekannt zu machen, es soll dasselbe auch, als dem 
Wissenszweige der allgemeinen Physik angehörig, gewissermassen eine Fortsetzung 
des bereits erschienenen Lehrbuchs der Statik fester Körper bilden. Dort wurden 
die Bedingungen ermittelt, unter denen äussere, auf einen Körper (resp. 
materiellen Punkt) einwirkende Kräfte einander das Gleichgewicht halten, während 
hier die Lehre vom Gleichgewicht der inneren, zwischen den Teilen fester 
Körper untereinander wirkenden Molekular- oder Kohäsionskräfte erledigt ist. 

Gleich bei Beginn der vorliegenden Arbeit zeigte es sich, dass, um den 
vorerwähnten doppelten Zweck zu erreichen, mancherlei Schwierigkeiten zu über- 
winden seien, und es erwachten mancherlei Zweifel, ob nicht dieser oder jener 
der vorliegenden Abschnitte ausführlicher oder weniger ausführlich behandelt 
werden müsse, als es eben geschehen ist. Es soll auch keineswegs behauptet 
werden, dass, trotz aller Bemühungen, zwischen den Anforderungen an ein physi- 
kalisches und zugleich technisches Lehrbuch den besten Mittelweg zu finden, 
überall die rechte Grenze eingehalten ist, und es ist immerhin möglich, dass, 
vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet, das Buch manchem vielleicht zu 
ausführlich erscheint, während es der Techniker in einigen seiner Teile (wie z. B. 
in der Abscherungsfestigkeit oder in der zusammengesetzten Festigkeit) vielleicht 
ausführlicher wünscht. 

Dem gegenüber ist aber zu bedenken, dass bei Vermeidung aller Diffe- 
rentiationen und Integrationen es gar nicht möglich ist, die gesamten Theorien 
und Gesetze der Elasticitäts- und Festigkeitslehre zu entwickeln. Es wird dem 
aufmerksamen Leser nicht entgehen, dass an einigen Stellen der Versuch gemacht 
ist, auch die in andern Lehrbüchern nur mit Hilfe der höheren Mathematik ent- 
wickelten Formeln hier mit elementaren Mitteln zu erreichen, wie z. B. die Ent- 
wickelung des Gesetzes über die Krümmungshalbmesser der elastischen Linie 
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(Seite 107), oder die Gleichung der elastischen Linie (Seite 111) u. dergl. m. 
Wer aber mit dem Gebrauch der Hilfsmittel betraut ist, welche die höhere 
Mathematik an die Hand gibt, dem bieten sich genug gelehrte und umfassende 
Werke dar, die, speziell für Maschinen- resp. Bautechniker geschrieben, einen 
ganz anderen Zweck haben als die vorliegende Arbeit, welche nur die in der 
Praxis am häufigsten vorkommenden Untersuchungen behandelt. Immerhin 
dürften die sorgfältig ausgewählten, mannigfaltigen und in ansehnlicher Zahl 
dargebotenen gelösten Aufgaben den gewöhnlichen Ansprüchen voUkonunen ge- 
nügen und den Studierenden befähigen, die Lösung ähnlicher Aufgaben selb- 
ständig zu finden. Um letzteren Zweck zu eiTeichen, sind eine Reihe unge- 
löster Aufgaben nebst ihren Schlussresultaten beigefügt, mit deren Hilfe sich die 
selbstgefundenen Lösungen auf ihre Richtigkeit leicht prüfen lassen. 
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Preisgekrönt in Frankfart a, M, 1881, 

PROSPEKT. 

Ikeses YfeAf welchem kebi Ihiilielies lor Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften m dem billi^a Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
Bten nnd praktischsten Avfgabeii ans dem Gesamtgebiete der Matheaiatiky Phyrik, 
Mecluuük, math. Geographie, Astroaomie, des Masdiiiieii-, Strassen-, Eisenliahn-, 
Brlcken- «ad HoeklMUies, des konstraktiTea ZeieliaeBS etc. etc. nnd swar in ToHstiiidlg 
geUster Farm, mit Tielea ligaren, Erklinmgea. nebst Angabe nnd Entwiekeinng der 
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Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSbten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichoi gelösten Aufgaben) des Studierenden 
flberiassen bleiben, und sugleich you den Herren Lehrern ftkr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die LSsnngen hiersu werden sp&ter in besonderBi Heften fftr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeieh- 
nis, Boi^tignngen und erlintemde Erklimngen fiber das betreiTende Kapitelzur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sun&chst Jen Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwiBsen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realsehnlen I. nnd IL (hrd., gleieh- 
bereehtigten höheren Bttrgersehnlen, PriTatsehnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, SehnUehrer- Seminaren, Polytechniken, Teoliniken, Bangewerksehnlen, 
Goworbesehnlen, Handelssehnlen, teelin. Yorliereitongssehnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsaehnlen, Akademien, ünirersitSten , Land- nnd Forstwissensehaflssehulen, 
KlUttrsehnlon, Yorbereitnngs-AnBtalten aller Arten als a. B. für das Eii^^l^u^ir-frei- 
willige- nnd Ofllsiers-Examen, etc. 

Die Sehller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese, Seliritt für Seliritt goUtote, Aufgaben- 
sammlung immerwShrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrSfiingen zu lösen haben, zugleich aber anch 
die liberans grosse FruehtbariLOit der mathematischen Wissenschaften yorgeffthrt 

Dem Lelirer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftlge Stfttio fOr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktisehen Teilos der mathematischen 
Disziplinen — mm Anflösen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem SchOler bei seinen h&uslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Anfjjfaben in ISaon, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anznwenden und praktiseh in yerwerten. Lns^ Liebe 
und Yerstftndnis fQr den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingonienren, Areliitekten, Teehnikem und Faehgenossen aller Art, Milltibrs 
etc. etc. soll diese Sammlung mr Anfbrisehnng der erworbenen und yieüeicht yergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktisehen in allen Bemfi»- 
iweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft yerleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktisehen Terwertnngen und weiteren Forsehnngen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. YTichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der YerfiMser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird derai Eriedigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart Die Terlagshandlung. 



Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die 

Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper 

untereinander. 



L Allgemeines über Elasticität und Festigkeit. 

Frage 1. Was versteht man unter der 
Elasticität eines Körpers? Antwort. Unter der Elasticität^) eines 

Körpers versteht man diejenige Eigenschaft 

desselben, vermöge deren der Körper, nach- 

ErU. 1. Elasticität (vom l&tem, dasticus ^^jj^ ^r der Einwirkung einer äusseren Kraft 

Teuur&^7.ff:^^^ -««esetzt war, durch welche seine Teilchen 

Eine ausführliche Betrachtung dieser Eigen- "^^^^ ^'^^^« a?« '^^^J ursprünglichen Lage 
Schaft in Bezug auf feste , flüssige und gas- verdrängt wurden und so eine genüge Form- 
fönnige Körper befindet sich in demjenigen änderung erzeugten, nach Aufhören der 
Lehrbuch dieser Encyklopädie, welches von den Krafteinwirknng wieder seine ursprüngliche 
allgemeinen Eigenschaften der Körper handelt. Gestalt annimmt, indem die Teilchen wieder 

in ihren frtlheren Gleichgewichtszustand zu- 
rückkehren. Unter Elasticität im engeren 
Sinn des Wortes versteht man den Wider- 
stand, mit welchem ein Körper der Form- 
änderung entgegenwirkt. 



»). Siehe Erkl. 1. 



Frage 2. Welche Körper sind im allge- 
meinen elastisch und welche Körper besitzen Antwort. Ein gewisses Mass von Ela- 
diese Eigenschaft nicht? . sticität kommt allen Körpern zu; anderer- 

seits gibt es aber auch keinen vollkommen 

Erkl. 2. Obgleich, wie in nebenstehender elastischen Körper, d. h. keinen Körper, 
Antwort bemerkt ist, ein gewisses Mass von bei welchem jede Formänderung, nach Be- 
Elasticität allen Körpern zukommt, so nimmt seitigung der äusseren Einwirkung sogleich 
man doch in manchen Fällen an, dass die von nieder verschwindet; vielmehr lehrt die Er- 
äusseren Kräften angegnffenen Körper unter fohrung, dass bei allen uns bekannten Kör- 
allen Umständen den auf sie einwirkenden P^ . ^ j« -c^i *••*«!. 

Kräften zu widerstehen vermögen, so dass sie pern eine gewisse Qrenze, die E las ticitäts- 
weder in ihrer inneren Struktur (siehe Erkl. 3) grenze nicht überschritten werden dart, 
noch in ihrer Form durch die äusseren Kräfte wenn der Körper seine ursprüngliche Ge- 
irgend welche Veränderungen erleiden, d. h. stalt wieder vollständig annehmen soll, 
man setzt absolut feste oder starre Körper 
voraus, welche einer Formveränderung durch- 
aus anfähig sind (siehe B, Klimpert^ Lehrb. d. 
Statik, Erkl. 7). In Wirklichkeit giebt es 
solche Körper nicht, denn unter der Einwir- 
kung genügend starker äusserer Kräfte wird 
jeder Körper mehr oder weniger ausgedehnt 
oder zusammengedrückt, gedreht u. dergl. m., 
wobei stets eine Lagenänderung der inneren 

Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 1- 
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Körperteile stattfindet, die allerdings meist so 
gering ist, dass sie sich der Beobachtong ent- 
zieht and deshalb bei manchen physikalischen 
Erscheinnngen der Körper unberücksichtigt 
bleiben kann. Sobald aber ein Körper l)ei 
technischen Einrichtungen Verwendung fin- 
den soll und findet, darf er nie als starr an- 
gesehen werden, sondern als das, was er wirk- 
lich ist, nämlich ein elastisches System ma- 
terieller Punkte, Ter banden durch Elastici- 
tätskräfte, welche zwar jeder Formänderung 
entgegenwirken, aber nicht im stände sind, jede 
Formänderung zu verhüten. 

ErkL 3. Die Struktur (lat. structüra, von 
struere, aufschichten, zusammenfügen, bauen) 
bezeichnet die Fügung oder das Gefüge, den 
Aufbau, die Zusammensetzung, Anordnung, Yer- 
bindnngsweise der Teile, besonders bei Holz-, 
Stein- und Gebirgsarten. 



Frage 3. Welche Körper bezeichnet man 
im gewöhnlichen Leben vorzagsweise als Antwort. Als elastische Körper wer- 

elastische Körper? den im gewöhnlichen Leben vorzugsweise 

solche bezeichnet, die einen grossen elasti- 

ErkL 4. Da zu jeder auch der geringsten sehen Spielraum haben, d. h. die durch 
Formveränderung eines Korpers eine von aussen eine geringe Kraft schon eine grosse Form- 
wirkende &aft notig ist so muss auch im Veränderung erfahren, wie z. B. Kautschuk, 
Innern des Körpers eme Kraft oder eme Summe ,:,. ,, . %,g , . *oi. i.i i. '£ ht i. n 
von Kräften vorhanden sein, welche den ur- Fischbein, Elfenbein, StaWstreifen, Metall- 
sprünglichen Zustand in der Anordnung der ^^^ Darmsaiten, Haare, die meisten Holz- 
Teile aufrecht zu erhalten strebt, und wenn arten in dünnen Plättchen und Streifen, 
eine Veränderung mit der ursprünglichen Lage Kork u. dergl. mehr. Dabei unterscheidet 
der materiellen Teile vorgehen soll, notwendiger- man weiche elastische von harten elasti- 
weise überwunden werden muss. Diese zwi- sehen Körpern. Bei weich elastischen 
sehen den einzelnen Teilen der festen Körper Körpern wie Leder, Gummielastikum etc. 
wirkendenMolekularkräfte (welche in dem „«„«^p. sr.hwiLrhA Kr&ftp «m irrnssft V«rJiTi. 




Wirkung 

zeichnet, sind somit im stabilen Gleichgewicht und Stahl, eine bedeutende Kraft sich einer 
(siehe E.£Ztmi>ere, Lehrb. der Statik, Seite 228). schon geringen Formänderung widersetzt. 



Frage 4. Wie nennt man die im Innern 
eines Körpers auftretenden Kräfte, welche Antwort. Die im Innern eines Körpers 
sich jeder Einwirkung von äusseren Kräften auftretenden Kräfte, welche sich jeder Ein- 
entgegensetzen? Wirkung von äusseren Kräften entgegen- 

Erkl.5. Wirken die der Formänderung eines setzen, nennt mwi Spannungen. Dieselben 

Körpers widerstrebenden Kräfte einer Veriän- können ihrem Smn nach positive oder 

gerung des Körpers entgegen, so nennt man sie negative Spannungen seini). 

Zugspannungen und bezeichnet sie mit (-}-) 

positiv; wirken sie aber einer Verkürzung oder i) siehe Erki. 5. 
Zusammendrückung des Körpers entgegen, so 
nennt man sie Druckspannungen und be- 
zeichnet sie mit ( — ) negativ. 



Frage 5. Was versteht man unter der 

Festigkeit eines Körpers, und welche Antwort. Unter der Festigkeit eines 

Grosse bildet das Mass der Festigkeit Körpers versteht man den Widerstand, den 

eines Korpers f derselbe vermöge seiner Kohäsion der Iren- 
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£}rkl. 6. Die Formänderung sowie die schliess^ 
lieh eintretende Zerstörung eines Körpers durch 
Einwirkung äusserer Kräfte hängt nicht allein 
von der Form des- Körpers, als auch von der 
Art und Weise ab, wie die äusseren Kräfte 
auf den Körper einwirken. In Bezug auf das 
erstere beziehen sich die nachfolgenden Be- 
trachtungen der Einfacheit wegen nur auf ge- 
rade stabförmige Körper, das sind solche, 
welche wir uns durch die Bewegung einer ebe- 
nen Fläche von bestimmter Form (z- B. ahcd 
in Fig. 1) längs einer geraden Linie {mn) in 
der Weise entstanden denken können, dass die 
Fläche von der Linie in jeder Lage rechtwink- 
Ug in ihrem Schwerpunkt geschnitten wird. 
Diese gerade Linie {mn) ist die Mittellinie 
oder Achse des Körpers, und jeder normale 
oder senkrechte Schnitt zur Mittellinie wird 
ein Querschnitt des Körpers genannt (siehe 

Fig. 1. fg)' 



nung seiner Teile durch irgend eine äassere 
Kraft entgegensetzt. Diejenige Kraft oder 
dasjenige Gewicht in Kilogramm , welches, 
um den kleinsten Teil vermehrt, bei einem 
Stab von der Querschnittseinheit (einem 
Qaadratcentimeter resp. Qaadratmillimeter) 
eine Trennung der Teile bewirkt, also gleich- 
sam mit der Festigkeit des Körpers im 
Gleichgewicht steht, giebt das Mass für die 
Festigkeit desselben an und heisst Festig- 
keit skoeffizient, Festigkeitsmodnlas, 
Bruchkoeffizient oder Bruchmodulus. 

Figur L 




Frage 6. Was versteht man unter der 
Elasticitäts- und f'estigkeitslehre? 

Erkl. 7. Unter der Elasticitätsgrenze 
versteht man im allgemeinen die grösste äussere 
Kraft oder Belastung, welche ein Körper aus- 
zuhalten vermag, ohne dass nach Beseitigung 
derselben eine bleibende Formveränderung her- 
vorgerufen wird. Bei den meisten Körpern ist 
diese Grenze sehr eng gezogen, und wenn man 
einem Körper durch Biegen, Hämmern, Prägen, 
Walzen oder Schmieden eine andere Gestalt 
giebt, so ist derselbe stets über seine Elastici- 
tätsgrenze hinaus in Anspruch genommen worden. 

Erkl. 8. Die Elasticitäts- und Festigkeits- 
lehre ist für Bau- und Maschinenwesen, über- 
haupt für die praktische Technik (siehe Erkl. 9) 
von grösster Wichtigkeit, indem sie genau Form 
und Ausdehnung kennen lehrt, welche ein Kör- 
per erhalten muss, wenn er Kräften, die in 
einer gegebenen Weise auf ihn einwirken, auf 
die Dauer widerstehen soll. Zu diesem Zweck 
werden in der Elasticitäts- und Festigkeitslehre 
zunächst die Veränderungen beobachtet, welche 
mechanische Kräfte unter gewissen Umständen 
an einem bestimmten festen Körper hervor- 
bringen, die Beobachtungsresultate werden zu- 
rsaminengestellt, in übersichtliche Formell^ und 
Kegeln gebracht und deren Anwendung an Bei- 
spielen aus dem praktischen Leben gezeigt. 



Antwort. Unter der Elasticitäts- und 
Festigkeitslehre versteht man denjenigen 
Teil der Mechanik, welcher die sämtlichen 
Regeln, Formeln und Beispiele enthält, die 
sich auf die Berechnung der Dimensionen 
von festen Körpern aus den auf sie einwir- 
kenden Kräften beziehen. Soweit die auf 
einen Körper einwirkenden Kräfte dieElasti- 
citätsgrenze^) nicht überschreiten, kann 
man die Lehre von den Beziehungen zwischen 
den Kräften einerseits, den Dimensionen, 
dem Material und der Formänderung ander- 
seits Elasticitätslehre nennen, während 
in den Fällen, wo die Elasticitätsgrenze 
überschritten wird und Brüche zu fürchten 
sind, der Name Festigkeitslehre rich- 
tiger ist. Eine scharfe Trennung beider 
Gebiete findet indes für gewöhnlich nicht 
statt, indem die Elasticität oder der 
Widerstand gegen eine Formänderung bei 
sich steigernder Kraft allmählich in einen 
Widerstand gegen die Trennung der Körper- 
teilchen übergeht und alsdann richtiger 
Festigkeit genannt wird. Man fasst des- 
halb die Lehre von der Elasticität 



1). Siehe Erkl. 7. 
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Crkl. 9. Die Technik (vom griech. lech- nnd Festigkeit als etwas Zusammen- 
nike, von l^bne, Kunstl bezeichnet sowohl die gehöriges anf , und nennt dieselbe auch 
. o,nnK-™=f n,ia-=,n w.nitw.,k,o™oi_ Lehre Ton dem Gleichgewicht der 



Ijehie, wie eine Kunst oder ein Handwerk regel- 
recht ausgeübt werden soll, als auch den InbC' 
griff aller gewerblichen Anstalten, der darin 
langten Fertigkeiten u. angewandten Hilfsmittel. 

Praktisch (yom griech. praktikÖB, ausübend, 
thfttig), heisst anwendbar, zweckdienlich 
abend, ausfahrbar, im Gegensatz zu th 
tisch (griech. theöretikäs) , d. h. beschauend, 
betrachtend, erkennend, der geistigen Betrach- 
tung oder Erkenntnis nach. 

Praktische Technik bezeichnet somit die 
sich auf das thatige Leben beziehenden, zur 
wirklichen Äueübong kommenden Bau- und Ma- 
schinenkonstruktionea (siehe Erkl. 10). 

Erkl. 10. Konstruktion (lat. constructio) 
bedeutet die Znsammenfügnng oder Znsammen- 
setiung, die Einrichtung und Anordnung ein- 
zelner Teile zu einem Ganzen, das Aufbauen, 
Verfertigen eines Gebindes, einer Maschine u. dgl. 



Teile fester Körper untereinander." 



Frage 7. Je nach der Art nnd Weise, 
wie die äusseren mechanischen Kräfte anf 

einen Körper einwirken, unterscheidet man Antwort. Je nach der Art ond Weise, 
welche Terschiedenen Arten der Elasticität wie die äusseren mechanischen KrlLfte anf 



und FesUgkelt? 



einen Körper einwirken, unterscheidet man 
folgende Arten der Elasticität nnd Festig- 
keit: 

1). Die absolute Elasticität und 
Festigkeit, Zugelasticität und -Festig- 
keit, oder die Festigkeit gegen das 
Zerreissen, — wenn die äussere Kraft 
nach der Läugenrichtung auf den Körper 
einwirkt nnd ihn zu verlängern, oder wenn 
sie stark genug ist, zu zerreissen sucht 
{siebe Fig. 2). 

Figur 3. 



3). Die rBckwirkende Elasticität 
ind Festigkeit, Druckelasticität 
md -Festigkeit, oder die Festigkeit 



Allgeraeines über Elasticität und Festigkeit. 



gegen das Zerdrücken, — wenn die 
äussere Kraft ebeofalls nach der Langen- 
richtong auf den Körper einwirkt und ihn 
zu verkürzen, oder wenn sie stark genug 
ist, zn zerdrücken sacht (siebe Fig. 3). 

3), Die Schnbelasticität und -Festig- 
keit, Verschiebnngs- oder Abscbe- 
rnngselasticitat und -Festigkeit, oder 
die Festigkeit gegen das 
Verschieben oder Ab- 
scheren, — wenn ein Kör- 
per in einem Qoerscbnitt 
dorch änssere Kräfte , die 
in der Ebene dieses Qner- 
schnitts liegen nnd nach 
entgegengesetzter Richtong 
wirken, so in Anspruch ge- 
nommen wird, doss sie den einen Teil des 
Körpers über den andern fainwegzuschieben 
oder abzascberen suchen (siehe Fig. 4). 

4). Die relative Elasticität and 
Festigkeit, Biegungselasticität und 
-Festigkeit, oder die Festigkeit gegen 
das Verbiegen, — wenn die äussere 
Kraft senkrecht aaf die Längen rieh tung des 
Körpers einwirkt und ihn zu biegen, oder 
' wenn sie stark genug ist. abzubrechen sncht 
(siehe Fig. 5). 

5). Die Torsionselasticität nnd 
-Festigkeit, Verdrehungs- oder Ver- 
windnngselasticität nnd -Festigkeit, 
oder die Festigkeit gegen das Ver- 
drehen oder Verwinden, — wenn die 
änssere Kraft ebenfalls qaer zur Längen- 
ricbtung angebracht ist, aber nicht durch 
die Achse geht, sondern an einem Hebelarm 
senkrecht zur Achse wirkt, nnd den Körper 
zn verdrehen oder zn verwinden sucht (siehe 
Fig. 6). 

6). Die zusammengesetzte Elastici- 
tät und Festigkeit, — wenn mehrere 
äussere Kräfte einen Körper gleichzeitig 
auf verschiedene Art in Anspruch nehmen, 
so z. B. gleichzeitig auf Dmck und Biegung, 
oder auf Drehung nnd Biegnng etc. 

Wird der Körper gleichzeitig auf Dmck 
und Biegung, also anf rückwirkende und 
relative Festigkeit in Anspruch genommen, 
so nennt man diese Art der zasammen- 
gesetzten Elasticität und Festigkeit ins- 
besondere die Zerknickungselasticität 
nnd -Festigkeit (siehe Fig. 7). 

Wird der Körper dagegen gleichzeitig anf 
Drehung und Biegung, also anf Torsions- 
und Bieg ungs elasticität nnd -Festigkeit be- 
ansprucht, so kann diese Art der zusammen- 
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geaetzten Elastidtät und Festigkeit faglich 
AbwUrgDDgselasticität und -Festig- 
keit genaDDt werden (siebe Fig. 8). 



Alf «rsUi« Art ««ri«B z. B. alle SUcd. 
Pftwa«!. ^ttoca MC-, 4ef«B U^v ia Ter- 
hkhüi t» d«9 A«9d«kaH^ea des Qaer- 
9(iants öeaäA giws Kl ai tä»t gnisse. 
ivm da- hiscktttthm 4« IbUnib ab- 
bU^npe «ümiw ActkIit»!«!. ix AK^rvh 
faaaamK mxtL «am die ftnuret 'iiih i M Eitfte 
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lieber die Elasticität des Zuges. 7 

es vor, die Gewichte mittels ungleicharmiger gesucht, in Bezug aaf die Elasticität diejenige 

Hebel auf den Körper wirken zu lassen, wobei Last aufzufinden, durch welche sie nicht wei- 

dieselben immer an dem langen Arm (a) wirken, ^^^ ausgedehnt werden, als dass sie sich bei 

wahrend das eine Ende des zu untersuchenden nachlassender Dehnung wieder zu ihrem ur- 

Korpers vom kürzeren Arm (o) ergriffen wird. ^«,«««1:^1««« v^i«««« r*«»«*««,««,,;«»»^.« 

Durch Multiplikation des Gewichtfe G mit dem sprünghchen Volumen zusammenziehen. 

Armverhältnis -j~ ergiebt sich dann leicht die 
entsprechende -Zugkraft 

P = -^G 
b 

Auch wendet man mit Vorteil, namentlich zur 
Erzeugung bedeutender Zugkräfte, anstatt 
der Gewichte sog. hydraulische Pressen an. 



Frage 9. Wie verfährt man im allge- 
meinen, um durch Experiment die Grösse 

der Ausdehnung eines Stabes beobachten Antwort. Um die Grösse der Ausdeh- 
zu können? nung beobachten zu können, versieht man 

entweder den zu untersuchenden Stab in 

der Nähe von jedem sBiner beiden Enden 

mit einem feinen Strich, oder man befestigt 

Erkl. 12. Da bei stärkeren Spannungen die g^^ ^^35^^ stellen auf demselben ein Paar 

Ausdehnung nicht sofort oder momentan, so^^^ Zeiger, und um nicht nur die elastische, 

dem erst nach Verlauf emer lauGferen Zeit ^^o'-'» i-,..,.i-i j a 

einen gewissen Wert annimmt, so ist es er- sondern auch die bleibende oder permanente 

wünscht, bei dem in der nebenstehenden Ant- Ausdehnung zu ermitteln, misst man die 

wort angegebenen Verfahren erst mehrere Mi- Entfernung dieser Striche oder Zeiger von 

nuten oder nach Befinden emige Stunden Zeit einander nicht allein vor dem Autlegen und 

vor Abnahme der Gewichte vergehen zu lassen, während des Aufliegens eines Gewichts, 

sondern auch nach erfolgter Abnahme des- 
selben. Die Ausmessung dieser Entfernung 
erfolgt entweder durch einen Stangenzirkel 
oder mittels einer unmittelbar am Stab hin- 
laufenden Einteilung. (Siehe die nachfolgend 
beschriebenen Methoden.) 



Frage 10. Welches sind die vorzüglich- 
sten Untersuchungen über die Gesetze der Antwort. Von den eigentlichen ünter- 
Elasticität bei der Spannung der Körper suchungen über die Gesetze der Zug- 
nach ihrer Länge? elasticität sind die vorzüglichsten die 

von s'Gravesande mit Metallsaiten und die 
von Wertheim mit Metallstäben angestellten 
Ausdehnungs versuche, bei denen die belasten- 
den Gewichte unmittelbar an dem zu unter- 
suchenden Körper befestigt wurden, sowie 
diejenigen Experimente, welche Gerstner 
und später Brix und Lagerhjelm zur Er- 
mittelung der Ausdehnung und Elasticität 
des Eisendrahts ausführte und bei denen 
die Gewichte nicht unmittelbar, sondern 
durch Hebelvorrichtungen auf den zu unter- 
suchenden Körper wirkten. Dasselbe gilt 
von dem Apparat, mit welchem Fairlairn 
seine Festigkeitsversuche angestellt hat. 
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Frage 11. Um die YerläDgernng zu 
messen, welche Drähte erfahren, wenn sie 
durch Gewichte innerhalb ihrer Elasticitäts- 
grenze gespannt werden, welche also weder 
zerreissen, noch eine merkliche bleibende 
Yerlängerang erfahren, wandte s'Gravesandi 
(und später andere Physiker) welche Me- 
thode an? 

Figur 9. 




Srkl. 13. Ausser aus der Beibung der Bolle 
geht bei dem in nebenstehender Antwort be- 
schriebenen Verfahren eine Ungenauigkeit da- 
raus hervor, dass der Draht in der Mitte kei- 
nen scharfen Winkel, sondern eine ExQmmung 
bildet, was auf die Bestimmung von h und L| 
nicht ohne Einfluss ist Deshalb ist Wertheim, 
dem man die zahlreichsten neueren Bestimmun- 
gen zu danken hat, wieder zu dem einfachsten 
und direktesten Verfahren zurückgekehrt, wel- 
ches in der Antw. auf Frage 12 beschrieben ist. 

Erkl. 14. Aus den Versuchen von s^Gra- 
vesandi über Saiten, welche an beiden Enden 
befestigt sind, alsdann angezogen werden und 
pendelartig schwingen, folgt, dass die Sch¥rin- 
gungen isochronisch, d. h. in gleichen Zeiten 
erfolgen, wie gross auch der durchlaufene 
Bogen sein mag. Sind die Saiten ähnlich 
und gleich gespannt, aber von ungleicher 
Länge, so Terhalten sich die Schwingungszeiten 
wie die Längen ; sind sie übrigens gleich, aber 
von ungleicher Dicke, so verhalten sich die 
Zeiten wie die Durchmesser. 

Nennt man daher aUgemein bei zwei gleich- 
artigen Saiten P und p die spannenden Kräfte, 
L und 1 die Längen, D und d die Durchmesser, 
T und t die Schwingungszeiten, so ist: 

yi>2^ _ r-d^ 

TJP ~ Vp 

Indem femer bei Saiten ihre Massen und so- 
mit auch ihre Gewichte sich verhalten wie die 
Produkte ihrer L&ngen in die Quadrate ihrer 
Durchmesser, also, wenn ihre Gewichte G und 
g heissen: 



Antwort. s^Gravesande prüfte die elasti- 
sche Yerlängerang der Drähte, indem er 
den Draht oder die Metallsaite zwischen 
zwei Klemmen vermittelst der Schrauben A 
und B (siehe Fig. 9) horizontal so stark 
spannte, dass der Draht eine gerade Linie 
bildete. Wird eine solche Saite AB dann 
in der Mitte mit einem Gewicht belastet, 
so verlängert sie sich nnd nimmt die Ge- 
stalt AGB an, und diese Yerlängerang kann 
gemessen werden, wenn man die Sehne Cc 
kennt. Za diesem Ende schob s^Gravesande 
auf die Mitte der Saite ein kleines Kupfer- 
blech, durch dessen oberes Löchelchen die 
Saite gezogen war, am unteren Ende hing 
aber mittels eines Häkchens die kleine 
Wagschale W, welche mit verschiedenen 
Gewichten beschwert die Saite tiefer herab- 
drückte. Um das kleine Blech nebst der 
Wagschale W zu balancieren, war am oberen 
Ende des ersteren ein feiner Faden f ange- 
bracht, über die Rolle r geschlungen, und 
darch das Gegengewicht p balanciert An 
der Rolle war zugleich der in seinem Schwer- 
punkt genau balancierte Zeiger h befestigt, 
welcher mit seiner Spitze die Grade auf 
dem geteilten Kreis F G durchlief, and da- 
durch anzeigte, wie tief die Wagschale mit 
verschiedenen Gewichten beschwert herab- 
gesunken war, welches die Grösse cG an- 
gab. Damit diese Messung genau wird, 
zieht man nach Wegnahme der Saite AB 
die Wagschale W soweit herab, dass sie 
den Boden genau berührt, beobachtet den 
Stand des Zeigers, legt unter die aufge- 
hobene Wagschale einen Körper von genau 
gemessener Dicke, bringt sie mit diesem 
wieder in Berührung, and zählt die vom 
Zeiger durchlaufenen Grade. 

Hat man auf diese Weise die Senkung 
cG = h ermittelt, welche anter der Be- 
lastung Q entstand, indem die ursprüngliche 
Länge AB = L zu AGB = L^ wurde, 
so folgt aus der Fig. 9 nach dem pythagor. 
Lehrsatz: 

ÄC = VA"c'-rCc« 
oder: 



oder: 



oder: 



-U = V (!■■)'+•' 



„ = ,y\ 



L»-rÄ' 



Üeber die Elaslicitftt des Zuges. 9 

so ist auch: L, = VL+4A 

__ — ^ nnd Merans ergibt sich die Verlängerang : 

Tip (ip 

oder: rnf- i = L, — L 

P p 

d. h. die Quadrate der Sctwiiigungszeiten ver- 
halten sich wie die Produkte der Längen in 
die Gewichte and umgeliehrt wie die spannen- 
den Kräfte 

Bei elaatischen Blechen und Streifen flndea 
die nämlichen Gesetze statt, weil maa sie als 
vereinigte Saiten ansehen kann. 



Fr&ge 12. Da die von s'Gravesande an- 
gewandte Methode ftlr dickere Drähte nnd 
fQr Stabe nicht mehr maglicb ist und auch 
ans dem in Erkl. 3 angegebenen Grand 
wandte WertAeim velcbes Verfahren an, 
nm die Verlängerung der Stäbe zn messen? 

Figur 10. 



Antwort. Wertheim fand es am zweck- 
mässigsten , die Verlängerung direkt zn 
messen and zwar auf folgende Weise: 

Er befestigte an einer festen Mauer ein 
Eniestück von sehr starkem Eisen B (Fig. 10), 
welches in einer ebenen senkrechten Fläche 
von gehärtetem Stabl, gestreift wie eine 
Feile endete, gegen welche eine Platte, 
ebenfalls von Stahl nnd an der einen Seite 
ebenso gestreift, passt nnd mittels Schran- 
ben C angedrückt werden kann. Diese 
beiden Stücke dienen als Backen eines 
starken Schraubstocks, und zwischen ihnen 
wird der Draht, dessen Elasticität man 
nntersuchen will, durch einen sehr starken 
Drack befestigt. 

An dem unteren Ende des Drahtes wird 
mittels einer gleichen schranbstockartigen 
Vorrichtung ein Haken befestigt nnd an die- 
sen eine Wagschale £ angehängt, welche die 
ziehenden Gewichte anfnimmt. Sind die Ge- 
wichte hinreichend schwer, so dehnt sich der 
Draht merklich ans, verkürzt sich aber wieder 
zu seiner froheren Länge, wenn man die Ge- 
wichte fortnimmt. Zur Messung der Ver- 
längerung bedarf es gewisser Vorsichtsmass- 
regeln. 

Wenn man die Gewichte in die Wag- 
scbale sehr rasch einsetzt, so erteilt mau 
dem Apparat Stösse, durch welche man den 
Draht zerreissen kann. Um diese zu ver- 
meiden, ist die Wagscbale mit drei langen 
Fossstell schrauben HH versehen, welche man 
vor Beginn des Versuches so weit hinab- 
schranbt, dass sie den Boden berühren nnd 
somit die Wagschale tragen; dann wird die 
Schale belastet, und dann erst hebt man die 
Schraoben sehr langsam, nm allmählich das 
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KlasücitAts- und Festigkeitslehre. 



Erkl. 15. Die iK-ichtigsten Resultate der Yer- Gewicht seine ziehende Wirkung ausüben 
suche Wßrtheim's sind in folgender Tabelle 2U lassen. Dabei hat man keine Stösse 
fttr Driihte \x>n 1 QuadratmilUmeter Querschnitt ^u befürchten. Bei der Beobachtung hat 



zusammengestellt : 



angelassen 



man sich dann noch vor 
srezofiren einem leicht zu begehen- 



D 



Blei 

Gold 

Silber 

Zink 

Palladium 

Kupfer 

Platin 



11,282 0,00057904 

ISsOSS 0>00017905 

10,804 0,00014004 
7,060 — 

11,225 0,00010216 

8,986 0,00009507 

21,088 0,00006444 

Stahldraht (engl.> 7,622 0,00005788 

Gussstahl 7,919 0,00005112 

Eisen (Berrv) 7,757 0,00004809 



15« 

1727 
5585 
7141 

9789 
10519 
15518 
17278 



E 
200* 

— 1803 
5482 8181 
6374 7357 

— 8734 

— 11759 
7862 12449 

14178 12964 17044 

21292 19278 18809 

19014 17926 19549 



E 

\W 
1630 
5408 
7274 



9827 



19561 

20794 21877 17700 20869 



den Irrtum zu schützen. 
Wählt man nämlich feine 
Drähte, so sind diese stets 
an vielen Stellen gebogen 
und gekrümmt. Ein An- 
hängen der Gewichte be- 
wirkt nun zunächst ein 
Geradestrecken und da- 
durch scheinbar ein Ver- 
längern des Drahtes, um 
diese Täuschungen zu ver- 



meiden, ist es notwendig, 

Dieselbe enthält \\ unter D die Dichte oder anfänglich ein kleines Gewicht in die Schale 

das spei Gew. des Metalls bei 15*^0.; 2). untere xu legen, welches hinreicht, den Draht ge- 

a«Koeffi«entderdastAu8dekiung(Ela8tici- ^^^ ^ machen und dann erst allmählich 

lätskoettiaient); 8), unter h denElastici- ^^ g^j^^^ ^^^^^ ^ belasten. Von da an 

tätsmodnlus= ^ für \h\ 100» und 200« auf ^ählt man dann auch erst die Gewichte. 
Kilogrann besogen, und xwar im angelassenen. Die Verlängerungen des Drahtes, weiche 

d. h. mdghchst homogenen Zustand; 4k die immer sehr klein sind, misst man mit dem 

\Verte von E für frisch gesogenen Draht, der Kathetometer *) ; man stellt dasselbe dem 

durch den 1^"^^»«? «ine oberflächliche Ver- j^^^j^x^ ein ftr allemal fest gegenüber und 

DÄSte Eiasticität haben Eisen und Stahl, !¥«^ «^^ ?°^ ST^/'^k"; ^"^.7? 

eine segen 11 mal grifesere als das Blei. Bei J^«^V "Ir^? ^^^ ^^J^^f^'^^F' 

aUen IdetaUeQ wächst sie durch den Drahtiug, brachte Marken T und 17. Der Unter- 

doch nur sehr wenig beim Eisen und Stahl; schied der Fenurobrstelluigen des Katheto- 

bejm Kupf^ dagegen um ^ j, beim Gold sogar meteis lielert dann in allen Fällen die 

am «^. Erwärmung Yeimindert in der Regel Länge des Drahtes, sowohl vor als nach 

die EUsticität; bei Eisen, Stahl und Silber in- «ler Belastung: die DüTerenz iwischen den 

^ »«?t^h anfangs eine^ beobachteten Längen Tor nd nach der 

^f^ ^* rTi-*^' 5>iahldraht auch da mchO g^^^,™ ^y^ ^^*^ ^ i^j^e der Be- 

eme deathche ^ ermmdenmg. l ebrigens ändert *'^^*~^ JL.*^^ t^ JIT ^— im;* tiiu^ 

sich der Koettbient durch jede i^haaische !;!l*?^,T!!?!'*i!^5j^!:?^^ 
oder chemische Veräademng de$ MeiaU& 



dieser Methode hat Weitheim zanächst die 



YonMetalUegieruagenxerdienenfolge^le ^^^ *S^^J^ ^"^^^ f!^^'*^*^^ f^ 



erw;UiBJt zu werden: 

Messing Zc Cu») 
Tombak »Zc Cu?) 






Neusilber (Zc4Cuj*Ni»> S.541 



E 

lOTSS 
lUi\> 



andern 



angestellten Gesetie der 



Etasticität bestätigt. 



t). $it«krt £]r«l. tiK 



Der KoefÜzieitt der Le^ienuigett war aahe 
»tas ;ias den Koefiffieirtett der lMe<$iaadx^ile be* 
r*»i:hiiete MitteL m^vht^» die YcrMuvhuiii: w^ä 
emer Koncnktion vAier PiUtifccioöi \^\crÄ^bmu^ 
»der Vennmderua^ dei? $peiid:>cbiiftt Ge>*ichL^j) 
begleitet seÜL 



^ringet Hv'üt»öuuter$cbWe Ä>»ett?c l>iai?x* v^t«? 

:^uxein bVrTtTüür. w<»ica«?<? Aa ^i«t*m !{t.''«vtu ^tili- 

*'>en» $owie m eiu^fr hv^rizotiCäL»?« KtK^»^ 5te>ii;>*«^c 
— <»fdeii ^:iJEitL Mcwt <&?i t Jiii:^ bei»u\»hiv st'^ a^.t? 



üeber die Elasticität des Zuges 



beiden Funkte ein und liest mittels eines klei- 
nen HilfsmttSBStabes (Nonius) und einer Lupe 
da dem Massstab die entsprechenden Hohen ab, 
aas welchen sich der gesuche Höhenunterschied 
einlebt. (Siehe Lehrb. der Allgemeinen Eigen- 
schaften der Körper .) 



Frage 13. Wie verfährt man bei der vor- 
stehend beschriebenen Methode, am einen 
Stab von bestimmter Länge auf sein Ver- 
halten zn prüfen, wenn diese Länge nicht Antwort. Um eine bestimmte Stablänge 
ohne weiteres zwischen den Elemmschran- anf ihr Verhalten zn prüfen, ist es nicht 
ben abzugrenzen ist? notwendig, gerade diese Länge zwischen 

den Klemm schranben abzugrenzen , was in 
Figor 11. vielen Fällen nmständlicb werden könnte, 

es genügt vielmehr zn diesem Zweck, den 
gewählten Abstand anf dem vielleicht viel 
längeren Draht oder Stab darch zwei feine 
Farbenstricbe oder sonst wie genau zu be- 
zeichnen. (Der Grnnd der Bichtigkeit dieses 
Verfahrens ergiebt sieb ans dem folgenden 
ersten Gresetz sowie ans Erkl. 17). 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



ErkL 17. Ein Torzüglich geeigneter Apparat, 
um die Dehnbarkeit dünner Drähte zu unter- 
suchen, ist W. Weber' 8 sogenanntes Monochord 
(Tom griech. monos = einzig und chorde = 
die Saite, also ein Instrument mit einer einzigen 
Saite), dessen Einrichtung und Gebrauch nach 
dem Vorausgegangenen wohl keiner näheren 
Beschreibung mehr bedarf. Nur sei hier noch 
bemerkt, d^s die untere verrückbare Klemme 
(siehe Fig. 11) vor Beginn eines jeden Versuchs 
oder bei Unterbrechung desselben in ihrer Füh- 
rung mittels der Schraube d festgestellt werden 
kann, wodurch die Leitung der Versuche unge- 
mein erleichtert und unabsichtliches Zerreissen 
der Drähte verhütet wird. Die obere verschieb- 
bare Klemme e ist zum besseren Verständnis 
ihrer Einrichtung in Fig. 12 besonders und in 
grösserem Massstab gezeichnet. Man erkennt 
leicht, dass der zu spannende Draht ohne 
Quetschung darin aufgenommen und festge- 
halten werden kann. 



Frage 14. Welches Verfahren wandte 
Gerstner bei seinen gründlichen üntersu- 
cbungen über die Ausdehnung und Elasti- 
cität des Eisendxahts an? 

Erkl. 18. Durch seine Versuche wies Gerstner 
nach, dass jede Ausdehnung die Summe von 
zwei Ausdehnungen ist, wovon die eine (die 
elastische Ausdehnung) nach Abnahme des 
Gewichts verschwindet, und die andere (die 
permanente Ausdehnung) zurückbleibt, und 
dass infolgedessen die Verlängerung l sogar 
innerhalb der Elasticitätsgrenze nicht genau der 
spannenden Kraft P proportional ist. 



Antwort. Gerstner bediente sich bei 
seinen Untersuchungen des in Fig. 13 ab- 
gebildeten Hebelapparats mit einem 5 Meter 
langen Zeiger CD, einem Gegengewicht G 
und einem Laufgewicht Q. Der ungefähr 
1,3 Meter lange Draht EF wurde am Ende 
E festgeklemmt und mit dem oberen Ende 
um einen "Wirbel F gewunden, welcher sich 
mittels einer Schraube S ohne Ende um- 
drehen liess, wodurch dem Draht jede be- 
liebige Spannung gegeben werden konnte. 



Figur 13. 




Die dadurch bewirkte Ausdehnung des 
Drahts gab die Zeigerspitze an einem ein- 
geteilten Stab AB vervierundfünfzigfacht 
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an. Die schneidige Achse des Hebels 
sowie der Wirbel F, um welche das obere 
Ende des Drahts gewanden war, und die 
Schraube ohne Ende S zum Umdrehen des 
Wirbels sind in Fig. 14 in grösserem Mass- 
stabe besonders abgebildet. 



Frage 15. Welches Verfahren brachten 
Lagerhjelm und Brix bei ihren ausgedehn- Antwort. Beide Experimentatoren wen- 
ten Versuchen über die Elasticität und deten zu ihren Versuchen einen Winkelhebel 
Festigkeit des Schmiedeeisens und Eisen- AGB (siehe Fig. 15) an, dessen längerer 
drahts zur Ausführung? Arm OB von dem auf eine Wagschale W 

aufgelegten Gewicht G abwärts gezogen 
wurde, wodurch der am kürzeren Arm CA 
angeschlossene Eisenstab oder Draht DE 
beliebig gespannt werden konnte. Bei dem 
Apparate von Brix betrug das Hebelarm- 
verhältnis "ög- = 20' ^^^ ®^ "^^^ ^^^^ ^^^ 

eine Drahtende D mittels Kluppe, Haken 
und Bolzen an den Arm CA und das an- 
dere Ende E auf gleiche Weise an eine 
Schraube S befestigt, welche durch eine 
Kurbel K und mittels eines Räderwerks in 
Umdrehung gesetzt werden konnte. 

Figur 15. 




Zur Angabe der Längenausdehnung dienten 
zwei Nonien d und e, welche an den Enden 
auf den Draht aufgeschraubt wurden und über 
zwei in Viertellinien eingeteilte Skalen fg 
hinliefen. Nachdem man den Draht in den 
Kluppen eingeklemmt hatte, wurde die Wag- 
schale nach und nach mit grösseren Ge- 
wichten beladen, und bei jedem einzelnen 
Versuche durch Drehung der Kurbel K des 
Räderwerks der Draht so gespannt, dass 
sich der Hebel von seiner Unterstützung 
erhob, und sich so die Spannung des Drahts 
mit dem Gewicht G ins Gleichgewicht setzte. 



Elast icitätB- uDd FeBtigkeitslebre. 



Frag« 16. Wie ist der Apparat eioge- 
richtet, mit welchem Fairbairn Beine Festig- 
keitaversache Angestellt hat? 



Antwort. Der Appar&t, womit J'atrdatrn 
seine Feetigkeitsversnchc angeBtellt hat, be- 
steht in der Eaaptsache in einem starken 
schmiedeeisernen Hebel oder Wagbalkea 
ACD, siehe Fig. 16, dessen Stützpunkt J> 
von einem starken Bolzen F festgehalten 
wird, welcher von nuten mittels einer Scbrau- 
benmatter höher oder tiefer gestellt werden 
kann. Zwei eiserne Sänlen geben dem Fnss- 
stOck HH, dnrcb welches F hindarcbging, 
den nötigen Widerstand. 
Figur 16. 



L\ft$ n u»r$»:i><»<i« L£f«K;ä.-k LH war 
!m::i;^ ei:Kt Kec:« as mm ami dea Süden 
X X nhtB'ieii Trifwr KK aKäRfcu;« imd 
ia:r\S; l^Ii^ra aaä Kia« aü i«r SchecR C 
^ieI* Wa^<fiMu.^'etB> A^' I^ ¥\>rt«i»if«. Am dem 
^tJLa^i^a Ar» *fs ÄUtsKit iaiy aicit Ucss ein 
^t^'ös<fn« ivosiia:« w«Käe 6- i am far» «Kh 
(ri:a<f'W*^s*.iu:>? N j<tr Ax:3iiäiBt üaMnrGe- 
»xitw; i'tr Vacsr^aciooit i« Hcibefa Ton 
»aw« ii^tic* jec Vci^.'B X, «mi <■■ Aaf- 
V-iv'u i.-jJif^iun <i3 Sil. r, wKitfces oben 
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über eine Leitrolle lief und sich unten auf 

die Welle W einer Winde ÜYZ wickeln 

Hess. Nach dem Auflegen der Gewichte 

Hess man durch langsames Umdrehen der 

Erkl. 19. Um aber die Gesetze der Zug- Kurbel ü das Hebelende E allmähHch herab, 

elasticität im Schulzimmer zu demonstrieren oder bis endHch das zu prüfende Eisenstück durch 

zu beweisen und die sich in den einzelnen Fäl- G und die Gewichte N allein gespannt wurde. 

len ergebenden Verlängerungen 

auf grössere Entfernungen hin Yigwr 17. Fiffur 18 

sichtbar zu machen, dürfte * ^ 

der von F. Pierre konstruierte 
Apparat am geeignetsten er- 
scheinen, welcher durch die 
nebenstehenden Figuren 17, 18 
u. 19 veranschaulicht und von 
V. Pierre wie folgt beschrie- 
ben wird: 

Auf einem dreifüssigen Ge- 
stell erhebt sich die vertikale 
Säule AB, welche bei B eine 
Klemmvorrichtung C trägt, um 
das obere Ende eines in das 
Häkchen bei B eingehängten 
Drahtes zu fixieren (oder fest- 
zuhalten). An der Säule lässt 
sich ein in gleiche Teile ge- 
teilter halbkreisförmiger Bogen 
verschieben und mittels der 
Klemmschraube D in jeder be- 
liebigen Höhe feststellen Wei- 
ter ist in derselben Weise der 
einarmige Hebel FF^ an der 
Säule verschiebbar und durch 
die Klemmschraube E festzu- 
stellen. Das untere Ende des 
Drahtes wird in ein an dem 
Ende des kürzereu Hebelarms 
befindliches Häkchen a einge- 
hängt, während das auf dem 
längeren Arm verschiebbare 
Laufgewicht von V2 ^g ^^^ 
Spannung des Drahtes bewirkt. 
Durch Senken der Klemmvor- 
richtung E kann man es immer 
dahin bringen, dass der Hebel- 
arm bei jeder Belastung hori- 
zontal gerichtet ist. Um eine 
bestimmte Drahtlänge einzu- 
spannen, wird, wie in Fig. 19 
dargestellt ist, eine Klemme G 
angewendet, an welcher eine 
ferne Schnur befestigt, über 
die Bolle ß geführt und durch 
das Gewicht y gespannt ist. 
An der Achse dieser Bolle ist 
ein Zeiger aufgesteckt, aber 
nicht festgemacht, damit man 
ihn später auf jedem beliebi- 
gen Teilstrich des vorerwähn- 
ten Kreisbogens einstellen kann. 
Hat man nun eine Drahtlänge von 1 m zwischen 
C und G unter einem bei a wirkenden Zug von 
1 kg eingespannt (vorausgesetzt, dass der Auf- 
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liDiitftiiiiiiilil. a ilitlt gatmi In Atr Mitte cwischen 
lUm IkfaNtlviiMuNiiiiiilit !■'. il«R llflbeli imd dem 
AiiiirllfNiiiiukt ilnr I.nit V liatiuilet) und dabei 
<Ikii /ülufr mt ilnii Niilliiiiiikt Apy ttogenteilung 
HliiUvptUllt, NO luNinii »loh die Verlltiitierunsen 
Iml JtKlnr /.iiKVdrmflliniiiu hd (t«r betreffenaen 
/HllliirliflwUliiiiiK mich In RrOnierer Kiitfernung 
Itilrlil vurfolirdii. Durch Onlfnen der Klemmen 
|i iiikI (1 iiiiil llttlieritellfu tleraelbcQ, wodurch 
». II. lilir die hiilh» lianjte det Uralites einge- 
»rlmllPt InI, kniii» innn bet imvertüiderter Zuf- 
ilt(M»» diti dfr vtM'aiiil»rt(>n iJlMg^ des einge- 
MiliHlttflxti iMKlilti« eiil>|irMlieude Veränderung 
iIm' hixItliiiH eV«lt>litlicU ulAi'lken. 

KbtuMti knitu lUMi Itrthle von xenchiedenem 
MkIoiIhI M iilfit-heiu ^u«r»i-huilt und solche 
>tui uldU^wiu M«l«H«l mtier verschiedeneu Quer- 



■l3t«irrt«i k«e>.'towk«Mtt V«r»cW fhhrtm Aatvwt. Die lomwihBtnt Tersnche 
1« wf^.-ftim <ä«ö)»»M? lMbrt<M t« folgeniea Tier GcseOea: 

IV Dt« T«rliB$erKBg eiavs Stsbes 
■ikL **. -'w a«)M««»«lim<tei *;>«<«« «<«ti<M * J«r Drahtes ist de« spsiaeiideii Ge- 

u.( «ü iro y^J. JÄs* Jw sjiwrsclwuüw >t*s iw- wickWi proportion»! «nd die Stinge 

t'^^ '^' ;*-:uw,^ W.^«Js ^^^^lw IVöw -j^„ «rspr4ayt:vhd Linse wieder >d. 

,.v«.;;..:C u^^ ;:z«;^rX» t^t^: d. w m a^ 3-. *»l»i « gr««« ße«dit 

*, UM n.t wr jiu»-Liww« h.r*:> pAc^'fi "frwi^ «u» a-, S-. mmal aa grase Ter- 
. «ii. ■* i «^ i- I itirs^i— -,'1 '•:rj, l'» i'. 0;* ii«rck «a »ad dssselke G&- 

.-^ -v VW -.^imm. IUI-..,. SU « * -,..««... ..,, ^ j^^^ ^ ^ ^uw i-, *- j,4er »mal so 
;i*;jjp( :^Uat^ ">a-i ^ -1- *i«r mmal so 

^. ^' j i*>^!l iisstflb-* Zwickt be- 
'•■.■,i:j ^ ,■• it^-.raij jlsi^k lanjer 

*■>.■: ^-.--s, i i-i-j i .;ij?rni:* «der 

i,'->,' J-, i. i. 1, «o« '?ta^4 WS S-. 4- 



i.'«sir*(iv- t^iuvti >itKi-witv-it- 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

Der ausführliche Prospekt nnd das ausführliche Inhalts- 
Terzeichnls der „vollständig gelösten Aufgabensammlung von 
Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchliandlung, sowie von der 
Verlagshandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt ^ei hier nur: 

1). Jedes Heft ist anfgeschnitten und gut brochiert am den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aiu dem Prospekt ersiohtlioh, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktiBOhes Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das voraüglichste Lehrbuch 
Bum Selbststudium, das Yortrefnichste Nachschlagebuch fOr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kaun durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Draek tob 0»rl Hftmmer in StattgMt. 



16 ElasticimtB- und Featigkeitslehte. 

hängepunkt a sich genau in der Mitte zwiBchen 
dem Befestigunsspunkt F, des Hebels imd dem 
Angriffspunkt der Last P befindet) und dabei 
den Zeiger auf den Nullpunkt der Bogenteilung 
eingestellt, so lassen sich die Verlängerungen 
bei jeder Zugvermehrung an der betreffenden 
Zeigerbewegung auch in grösserer Entfernung 
leicht verfolgen. Durch Oeffnen der Klemmen 
D und G und Höherstellen derselben, wodurch 
z. B. nur die halbe Länge des Drahtes einge- 
schaltet ist, kam» man bei unseränderter Zug- D 
grosse die der veränderten Lange des einge- 
schalteten Drahtes eatsprechende Veränderung 
der Drehung ersichtlich machen. 

Ebenso kann man Drähte von verschiedenem 
Material bei gleichem Querschnitt und solche 
von gleichem Material aber verschiedenem Quer- 
schnitt anwenden. 



Frage 17. Die in den vorhergehenden 

Antworten beschriebenen Versuche führten Antwort. Die vorerwähnten Versuche 

zu welchen Gesetzen? fährten zu folgenden vier Gesetzen: 

1). Die Verlängerung eines Stabes 

EiU. 20. Die nebenstehenden Gesetze gelten oder Drahtes ist den spannenden Ge- 
nur für den Fall, dass die Querschnitte des ge- wichten proportional und die Stange 
zogenen Stabes untereinander kongruent sind, „jj^^t bei Wegnahme der Belastung 
dass das Material durchgehendg gleiche Dichte ;l„„ „„„„,«„„ii„i.„ i »„ „-„^ 
und Festigkeit hat, dass die Richtung der ih^e ursprüngliche Länge wieder an, 
geometrischen Achse ununterbrochen dieselbe ^- ^- ^'° 2-, 3-, «mal so grosses Gewicht 
ist und mit der einwirkenden Kraft parallel erzeugt eine 2-, 3-, «mal SO grosse Ver- 
läuft und endlich, dass die Elasticiäts- längerung. 

grenze nicht überschritten wird. Da 2). Die durch ein und dasselbe Ge- 
Spannungen, d. h. Belastungen, welche die Ela- wicht hervorgebrachte Verlängerung 
sticitätsgrenze überschreiten, in praktisch aus- verschieden langer Stäbe oderDrähte 
geführten Bau- oder Maschinenkonstruktionen igt proportional ihrer ursprünslichen 
mcht vorkommea dürfen, so ist es zuiäsaig, bei r kZ.,.^ a \. ^- ,. q ä j. _™»i »^ 
derBerechnungsolcherKÖnstruktionendasneben- Lange d. h. eine 3-, 4- oder nma^ so 
stehende erste Gesetz der Proportionalität zwi- '^K« Stange wird 3-, 4- oder «mal so 
scheu Spannungen nnd Verlängerungen (Elasti- Stark verlängert als eine im übngen gleiche 
citätBgesetz) als allgemein giltig anzunehmen. Stange von einfacher Lange. 

suh« dj^ienig« tahrbuci. die.™ EneykiopBd.^ w^^^ 3)_ Die durch dasselbe Gewicht be- 

chei die ,Allgein. Etgeniolniften der Körpor" behBodelt. . ■ , tt , , i ■ i. i 

Wirkte Verlängerung gleich langer 

Erkl. 21. Zu dem nebenstehenden zweiten %\^l verschieden dicker Drähte oder 

Gesetz sei bemerkt, dass sich die durch die Stäbe aus demselben Material ist nm- 

Belastung hervorgerufene Spannung, und in- gekehrtproportionaldem Querschnitt 

folgedesaen auch die Verlängerung, gleichför- derselben, d. h. eine Stange von 3-, 4- 

mig über die ganze Länge der Stange verteilt, oder «fächern Qaerschnltt erleidet ein -J-, 

Die Verlängerungen der einzelnen Teile verbal- i ■ i j i. .„ i i. • 

ten sich wie ihri ursprünglichen Lflngen. Das T <"i« i der Verlängerung, welche eine 

Verlängerungsverhältnis oder der Quotient Stange von einfachem Querschnitt erfährt. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt nnd das ausführliche Inhalts- 
verzeichnis der „vollständig gelösten Anfgabensammlung von 
Dr. Ad. Kleyer*' kann von jeder Buchliandlnng, sowie von der 
Verlagshandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt isei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert um den sofortigen und dauern- 
den Grebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem AbonnementsprelBe von 25 Pfg. pro Heft 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
fflr die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich Überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller SchiQen, das 
beste Handbuch fOr Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
sum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fOr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



DrMik Toa Oarl Hammer in Stattgtfl. 
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I Elasticitäts- und Festigkeits- 
■ lehre. 

Forts. V. Heft 394. — Seite 17-— 32. 

Mit 9 Figuren. 






yollständig gelöste 

Aufgaben- Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, fGr den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

iilialM md Entilcklnng der benntzten Sätze, Formeln, Regeln, in Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzsclinitte & lithograph. Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Beehenkmisty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphftriflchen 
Trigonometrie, synthetisdien Geometrie etc.) u. Ii5heren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Int^^ral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Meehanik, Graphostatik, Chemie, Geedftsie, Nanük, 
mafhemat. Geographie, Astronomie; des Haschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brtteken- u. Hoehban's; der Konstmktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

ParaQel-PerspektiTe, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

ftkr 

Sclitller, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, znr Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Hleyer^ 

Mathematiker, vereideter kOnigl. preuis. Veldmesaer, rereideter groith. hessiaoher Geometer I. KliMie 

in Frankfurt a. M. 
unter Mitwirkung der bewfthrtesten Er&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

I nach System Kleyer bearbeitet 



von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 
Fortsetzung v. Heft 394. — Seite 17—32. Mit 9 Figuren. 

Inhalt: 

Die Ela«ticität des Zngee. — Die Federwagen. — Die absolute Festigkeit oder die Zugfestigkeit ohne 

Berücksichtigung des Eigen gewiehts der Körper. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte l(ann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 
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Preisgekrönt in Frankfort a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

I^eses Werk, welchem keis äkBliekcs zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
m dem kflU^m Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
st md pniktisehstai AnfgmbeB aas iem Gesaait^ekiete der Matkeatatik , Physik, 
., Math. €(eograpkiey Astroaomie, des Maackiaea-, SIrassea-, Eiseabahn-, 
«ad Haekkaaesy des kaasftraktirea Zeiekaeas etc. etc. nnd zwar in Tollstftndlgr 
PMraiy mit Tielea Fi^rea, Srklaraagea nehst Aagabe und Eatwiekelaair der 
kcBatatcB Sätae, Fanaela, Re^la in Frair^a mit Aatwartea etc., so dass die Lösung 
Jedermaan Terstäadlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
sehieneK ist, da dicselkea sieh ia ikrer Ctesaastkeit ergaaiea nnd alsdann auch alle 
Teiie der reia^ nnd aagewaadtea Mathematik — nach besonderen selbstkndigen Kapiteln 
angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Aakaag Ton uagelSstea Anfgabea beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
äberiassen bleiben, und zugleich Ton den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die L^aagea hierzu werden sp&ter in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlosse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltSYerzeich- 
uäSj Berichtigungen und erl&utemde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Cnterrichtsplancs folgender Schulen: Realsekalea L aad II. <Ma«9 gleieh- 
kfrccktl^Mi hakerea Bttrg«rsekalea, Prifatseknlea^ Gjaiaasiea, BealfTTHiiftsieii» Pro- 
^ymaaaiea, Seknllekrer-SeaüBarea, Paljte^aikea, Teekaikea, Baagewerksckalea, 
Gewerkesekalea, Haadelssekalea, teeka. Tarkerettaagssekaloi aller Arten, gewerklieke 
Fartbildaagssekalea, Akademiea^ raU^rsititea^ Laad* aad Farstwisseaa^aftesekalen, 
XiMlirsckalea, Torkereitaags-Aastaltea aller Arten als z. B. für das Ei^Jikrig- Frei- 
willige- aad OfAaiers^Exaaiea etc. 

Die Sekller, Stadiereadea und Kaadidatea der mathematischen, technischen und 
naturwissenschafilichen Fächer werden durch diese, Stritt fir SekritI gelSste, Aufgaben- 
Sammlung iMaterwakread an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum aafeklkar^B Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prttfkagea zu lösen haben, zugleich aber 
auch die tkeraas grasse Fraektkai^eit der mathematischen Wissenschafken Torgefuhrt. 

Dem Lekrer soll mii dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze filr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem sur Erlernung des praktisckea Teils der mathanatischea 
Disciplinen — zani AallSsea Toa Aal|pikett — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, kienait aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toII- 
standige Anleitung in die Hände gegeben wird, etttsf reekeade Aa^gakaa la ISses, die ^e- 
kaktea Bcgda, Farmela, Satze etc. aaaawemdea und i^raktisek aa Terwertea. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den lagealcarea, Arekilektea» Te^kaiken und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung aar Aaffrisekaag der erworbenea und vielleicht rergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre j^raklisckea in aUaa Berufs- 
zweiecB varkaaiaMadea Aaweadaag^a einem tatea Kapital lekead^ Kraft verleiken nnd 
somit den Aatriek zu weiteren praktii»ek4^ift Yerwertaaire« und weiterea Farsckai^Pta geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Hestellaugen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Kedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Kamen 
Terbreitet. — Wünsche, Fragen etc»» welche die Redaktion betreffen, niauat der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M,, Fischerfeldstrasse 1^, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerlagsliaiidlniig. 
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Yerlängemng 



Ursprüngliche Länge 



oder 



hat daher für jeden einzelnen Teil dieselbe 
Grösse wie für die ganze Länge und ist un- 
abhängig von der Länge der Stange. 

Erkl. 22. Zur Erläuterung des nebenstehen- 
den dritten Gesetzes sei bemerkt, dass man 
eiife Stange von z. B. dreifachem Querschnitt 
offenbar ansehen kann als ein Bündel von drei 
einzelnen Stangen, deren jede den einfachen 
Querschnitt hat und deren jede den dritten 
Teil des angehängten Gewichts trägt, folglich 
auch nur den dritten Teil derjenigen Yerlänge- 
rnng erleidet, welche das ganze Gewicht an 
der einfachen Stange hervorbringen würde. 

Erkl. 23. Die nebenstehenden Gesetze können 
näherungsweise durch elementare Versuche be- 
wiesen werden, indem man Eautschukröhren 
oder schraubenförmig gewundene Drähte (siehe 
Fig. 20) anwendet, welche an ihrem oberen Ende 
befestigt sind und am unteren Ende eine Schale 
tragen, welche man allmählich mit kleinen Ge- 
wichtsstücken belastet. Um während des Ver- 
sachs stets die Länge des so gestreckten Kör- 
pers ablesen zu können, stelle man hinter dem- 
selben einen Massstab so auf, dass sein Nullpunkt 
gerade hinter den Befestigungspnnkt fällt. Die 
für jedes Gewicht beobachtete Verlängerung 
kann man aufschreiben und einzeln als Bruch- 
teil der ursprünglichen Länge ausdrücken, um 
zu erfahren, wie die durch gleiche Gewichts- 
zunahme stufenweise bewirkten Verlängerungen 
sich verhalten. 

Ganz ähnliche Versuche kann man mit langen 
Menschen- oder Pferdehaaren, mit Coconfäden 
oder dünnen Metalldrähten anstellen, doch neh- 
men dieselben viel Zeit in Anspruch. 



4). Die Verlängerung hängt ausser- 
dem noch ab von der Art des Mate- 
rials, ans welchem die Stange be- 
steht. Gleichgeformten Stangen verschie- 
denen Materials werden durch gleiche Be- 
lastungen ungleiche Verlängerungen erteilt. 
Um dieses ungleiche Verhalten der ver- 
schiedenen Arten von festen Körpern durch 
Zahlenwerte zu charakterisieren, hat man 
den Beriff des Elasticitätsmodulus ein- 
geführt. 

Figur 20. 




Frage 18. Bei welchen Vorrichtungen 
genügt schon eine verhältnismässig kleine 

Kraft, um die Proportionalität zwischen der Antwort. Bei spiralförmig gewundenen 
Verlängerung und dem spannenden Gewicht Metalldrähten oder sog. Spiralfedern ge- 
nachzuweisen? nügt schon eine verhältnismässig kleine 

Kraft, um die Proportionalität zwischen der 
Verlängerung und dem spannenden Gewicht 
nachzuweisen, wie sich dies z. B. an Jolly^s 
Federwage vorzüglich zeigen lässt. 



Frage 19. Wie ist Jolly's Federwage 
eingerichtet und wie experimentiert man 
mit derselben? 

Erkl. 24. Die Wagschale d, welche sich an 
der in nebenstehender Antwort beschriebenen 
Federwage befindet, ermöglicht eine Benutzung 
dieses Apparats zur Bestimmung des spezifischen 
Gewichts kleiner fester Körper. Wird durch 
die Belastung von 1 g eine Verlängerung von 

Klimpert, Elasticit&ts- und Festigkeitslehre. 



Antwort. Jolly^s Federwage besteht aus 
einem spiralförmig gewundenen Draht (etwa 
Klaviersaite Nr. 6), welcher bei a, Fig. 21, 
aufgehängt ist und an seinem unteren Ende 
zwei kleine Wagschalen c und d trägt, von 
denen die letztere stets in Wasser einge- 
taucht ist. Das Glas, welches das Wasser 
enthält, steht auf einem Träger B, der am 

2 



Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



372 TeilBtricheD hervorgebracht, so wiegt z. B. 
ein Körper, velchei auf die WagschaJe c gelegt, 
eine VerliUigeTuiig von nur 211 Teilstrichen be- 
wirkt -|^ = 0,567 g. Wird dann derselbe 
Körper auf die in Wasser eingetanchte Schale 
c (gelegt, und dadurch der Draht auf 180 Teil- 
striche verlängert, so wiegt der Körper im 
Wasser -^^^ = 0,484 g, hat also einen Gewichts- 
Torlnst Ton 0,567 — 0,484 = 0,083 g erlitten, 
nnd da man das spez. Gewicht eines Körper« 
im allgemeinen ermittelt, wenn man sein abso- 
lutes Gewicht dividiert durch den im Wasser 
erfahrenen Gewichtsverlnst, so ergibt sich in 
diesem Fall far das spezifische Gewicht des be- 
treffenden Körpers; 



Stativ A auf- nad oiedergeschoben werden 
kann nnd welcher stets eo zn stellaD ist, dass 
d frei im Wasser schwebt. Um die Stellang 
der Marke m beqoem nnd sicher absehen 
zn können, ist die am Stativ A angebrachte 
Teilnng auf einen Spiegelstreifen aufge- 
tragen. Um richtig abzulesen, mit welchem 
Teilstrich der Skala sich m in gleicher 
Höhe befindet, bat man das Ange in ^ine 
solche Stellang zn bringen, dass die Marke 
m mit ihrem Spiegelbild znsammenAUt. 

Bei einer Spirale TOn 36 Windungen der 
oben bezeichneten Drahtsorte stellte sich 
z. B. die Harlie m beim Teilstrich 64 ein, 
als die Wage unbelastet war. Ein Gewicht 
von 1 Gramm anf die Schale c gelegt machte 
ein Abw&rtsschieben der Platte B nötig, 
um die Wagschale d im Wasser frei schwe- 
bend zu erhalten und zugleich stellte sich 
die Marke m auf den Teilstrich 436 ein. 
Die Spirale hatte also darch die Last von 
1 Gramm eine Verlängening von 436 — 64 
^ 372 Teilstrichen erfahren. Durch ein 
Gewicht von V2 oder '/■■ Gramm erleidet 
sie eine Veriangernng von 186 resp. 37,2 
Teilstrichen nnd Viodo g ^ 1 mg verlängert 
die Spirale um 0,372 Teitetriche. 



Erkl. 25. Auf demselbra Prinzip, welches 
JoIIy's Federwage z« Grunde hegt, beruht auch 
die Konstruktion der fOr den allt&glichen Ge- 
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brauch aus Btärkerem Stabldraiit aogefertigten 
Federwagen, die zwar sehr bequem sind, aber 
groHBe Genauigkeit nicht gewfthren können, weil 
überall die wachsende Elasticität der Federn 
der auf sie wirkenden Last nach keinem be- 
stimmten Gesetz proportional zunimmt und an 
sich einer Verftnderung dnrch den Einfluss der 
Temperatur unterhegt. Federwagen pflegen da- 
her gewöhnlich nur da gebraucht zu werden, 
wo es auf grosse Genauigkeit nicht ankommt, 
wobei sie wegen ihrer Kleinheit als sehr be- 
queme Apparate dienen. Die gebräuchlichste 
Art der Federwagen besteht aus einem hohlen 
Cylinder (siehe Fig. 22), welcher oben mit einem 
Bing versehen ist, am d^eWage an einem Finger 
zu halten, unten mit einem Haken, woran die 
za wägende Last gehängt wird. Im Cjlinder 
ist eine schraubenförmig gewundene Feder an- 
gebracht, welche durch die Last ausgedehnt 
wird. An dem unteren Ende dieser Feder ist 
eine vierkantige Stange angebracht, welche sich 
l)ei der Ausddinung derselben durch den Boden 
des Cylinders zieht und somit einen an ihr be- 
festigten Zeiger abwärts bewegt. Um die Ver- 
änderungen in der Stellung des Zeigers beob- 
achten zu können, ist die Vorderseite des Cy- 
hnders aufgeschlitzt und trägt eine Skala, auf 
der diejenigen Gewichte bezeichnet sind, die 
der erzeugten Verlängerung der Feder ent- 
sprechen, 80 dass man das Gewicht der ge- 
hobenen Last unmittelbar abliest. Umgekehrt 
kann die Federwage auch so eingerichtet sein, 
dass die senkrechte Stange aus dem Deckel des 
Cylinders hervorragt und am oberen Ende einen 
Teller zur Aufnahme der Last trägt Es wird 
alsdann die Feder im Innern des Cylinders gegen 
den Boden gestemmt und zusammengedrückt. 

Nach einer andern, gleichfalls sehr gewöhn- 
lichen Konstruktion bestehen die zu gleichen 
Zwecken dienenden Federwagen aus einem Stahl- 
bügel (siehe Fig. 23), welcher oben mit einem 
OÄr B versehen ist, durch welchen der zum 
Halten dienende King geht, unten aber mit 
einem zweiten Oehr D verseben ist, in welchem 
der zum Aufhängen der Lasten bestimmte Haken 
liingt. Bas eine Ende E des stählernen Bügels 
hUt in einem Scharnier das Ende eines Zeigers 
Z, welcher durch eine Oeffnung A im andern 
Ende des Bügels gesteckt ist, und dessen Spitze 
beim Auaeinandeiziehen des Bügels auf einem 
geteilten Bogen diejenigen Gewichte P angibt, 
welche an den Haken gehängt, die stärkere 
Ausdehnung des Bügels bewirken. Diese Skala 
befindet sich auf einer Messiugplatte von ge- 
eigneter Form, welche in C am Bügel be- 
festigt ist. 

Eine Federwage von sehr hübscher Form 
usd Einrichtung ist Mariott'B Patentwage (siehe 
Fig. 24). In einer runden, uhrförmigen Büchse 
ADE ist in A eine Stahlfeder ABC befestigt. 
Das andere F^de C der Feder ist in F an die 
Stange FL genietet. An dieser Stange ist auch 
eine gezahnte Platte GM befestigt, deren Zähne 
in ein Getriebe H greifen, dessen Achse einen 
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und nach einem Zug bis zu 40 Kilogr. auf den 
Quadratmillimeter ausgesetzt, wodurch seine 
bleibende Verlängerung bis auf 0,005 der ur- 
sprünglichen ' Länge zunahm. Der so verlän- 
gerte Stab wurde neuen Dehnungsversuchen 
unterworfen, und es ergab sich, dass eine neue 
bleibende Verlängerung jetzt nicht eintrat, wenn 
anch die früher bestimmte Elasticitätsgrenze 
erheblich überschritten wurde. Erst ein Zug 
von 83,8 Kilogramm auf den Quadratmillimeter 
brachte eine neue Verlängerung von 0,00005 
der ursprünglichen Länge hervor. Bei dieser 
Versuchsreihe wurde der Zug bis auf 44,5 Kilo- 
gramm auf den Quadratmillimeter gesteigert 
und der Stab um 0,00855 seiner ursprüglichen 
Länge bleibend verlängert. Nachfolgende Deh- 
nungen des Stabes ergaben dann, dass bei dem 
so verlängerten Stabe die Elasticitätsgrenze erst 
bei 38,6 Kilogramm erreicht war. 

Es ergibt sich somit, dass durch vorher- 
gehende Streckungen die Elasticitätsgrenze sehr 
erheblich erweitert wird, dass man deshalb die 
gleiche Elasticitätsgrenze bei demselben Mate- 
rial nur dann findet, wenn dasselbe vorher 
durch den gleichen Zug gedehnt worden ist. 
Man erhält deshalb für hart gezogene Drähte 
eines Metalls ziemlich übereinstimmende Werte 
der Elasticitätsgrenze. In dieser Weise sind 
auch die in der nebenstehenden Tabelle ange- 
gebenen von Wertheim erhaltenen Zahlen für 
hart gezogene Drähte zu verstehen. 

Die Beobachtungen ThaUn's erklären auch 
den grossen Unterschied, welcher, wie eben- 
falls die nebenstehende Tabelle zeigt, Werthetm 
für die Elasticitätsgrenze hart gezogener und 
geglühter und dann langsam abgekühlter Drähte 
fand. Durch das Erhitzen gehen die Metalle 
wieder in den molekularen Zustand über, den 
sie vor der Streckung besassen, und deshalb 
tritt scholl bei viel gerinfrerem Zug eine 
dauernde Verlängerung ein. Wie Thalhi fand, 
tritt diese Senkung der Elasticitätsgrenze schon 
bei einer Erwärmung auf 200® C. ein. Das 
Gleiche wird durch eine Reihe von Erfahrungen 
in der Technik bestätigt, wir erwähnen nur die 
leichtere Schmiedbarkeit der Metalle, wenn sie 
glühend sind; die Notwendigkeit beim Auswal- 
zen der Bleche, wenn sie durch mehrere Wal- 
zen gegangen sind, dieselben erst neu zu er- 
wärmen u. m. a. 



Femer finden wir in dieser Tabelle ange- 
geben, um den wievielten Teil seiner Länge 
ein Draht von 1 qmm Querschnitt höchstens 
ausgezogen werden darf, wenn keine merk- 
liche Verl&ngemng zurückbleiben soll; in 
der letzten Kolnmne endlich findet man 
angegeben, nm den wievielten Teil ihrer 
Länge Drähte noch ausgezogen werden kön- 
nen, ehe der Bruch erfolgt. 

So sehen wir z. B., dass man an einen 
ausgezogenen Kupferdraht von 1 m Länge 
und 1 qmm Querschnitt bis zu 12 kg an- 
hängen darf, ohne dass er eine merkliche 
(über 0,05 mm gehende) bleibende Verlänge- 
rung erfährt; dass der fragliche Draht durch 
12 kg um 0,00093 m oder 0,98 mm elastisch 
verlängert wird, und dass er im ganzen um 
0,003 m oder 3 mm ausgezogen werden kann, 
ehe der Bruch erfolgt. 



Frage 21. Was versteht man unter dem 
Elasticitätsmodulus eines Materials? 

Erk. 28. Ein Silberdraht von 1 Quadrat- 
millimeter Querschnitt, belastet mit einem Ge- 
wicht von 1 Kilogr., verlängert sich bei 152® 

um ^^^ = 0,00014004 seiner ursprüngl. Lange, 

und daher würde eine Kraft von 7141 kg im 
Stande sein, einen Silberdraht von 1 qmm Quer- 
schnitt um seine eigene Länge auszudehnen. 
Ebenso würde engl. Stahldraht von demselben 



Antwort. Unter dem Elasticitäts- 
modulus eines Materials versteht man 
diejenige (ideale) Belastung in Kilogramm, 
welche erforderlich sein würde, um einen 
Stab von dem Querschnitt Eins (Quadrat- 
millimeter oder -Centimeter) auf seine dop- 
pelte Länge auszuziehen oder um seine 
eigene Länge zu vergrössem, falls eine 
solche Formänderung überhaupt innerhalb 
der Elasticitätsgrenze möglich wäre. 
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Qaerschnitt durch ein Gewicht von 1 kg nm Der soeben eingeffihrte Elasticitäts- 

y-^Y = 0,0005788 seiner nrsprOnglichen Länge, modolns einer Substanz ist der reciproke 

oder bei einer Belastung von 17278 kg um seine Wert*) der Verlängerung «.welche die 

eigene Länge verlängert werden. Deshalb sagt Längeneinheit (1 m) eines Stabes der be- 

num, der Elasticitätsmodulus von Silber ist (bei treffenden Substanz durch die auf die Quer- 

15* C): jg _ .^j^j Schnittseinheit (1 qmm) beim Zug wirkende 

von engl. Süberdraht: Gewichtseinheit (1 kg) erfäbrt. Diese Ver- 

jj = 17278 längerung « nennt man den Dehnungs- 

(siehe die in ErkTis gegebene Tabelle) quotieuten , das Verläugeruugsver- 

dagegen ist der Dehnungsquotient von Silber: hältnis oder wohl auch den Elastici- 

1 tätskoeffizienten und es ist: 

ft = -=^ = 0,00014004 1 1 

von engl. Silberdraht: ü' * 

fi -_ 1 — 0005788 I^ßr Elasticitätsmodulus wird somit be- 

1'^^'^^ ' stimmt, indem man die Zahl Eins durch den 

EÄSmoSrn:!? de%'^^^^^^^^ S I)ebnnngsquotient s dividiert und da d^ 

Wichtseinheiten, welche man dabei zu Grunde «^«^«^^^ Materialien zerreissen, ehe sie auf 

legt; die Elasticitätsmoduli werden daher 100- das doppelte ihrer ursprünglichen Lange 

mal so gross ausfallen, wenn man einen Qua- ausgedehnt sind, so kann der Elasticitäts- 

dratcentimeter als Querschnitt zu Grunde legt, modulus nicht durch den direkten Yersuch, 

als wenn man von einem Quadratmillimeter- sondern nur durch Rechnung ermittelt wer- 

Querschnitt ausgeht. Wenn man also eine Tafel de^, 

der Elasticitätsmoduli benutzt, so muss man ^^^n kann auch den Elasticitätsmodulus 

immer erst nachsehen, für welche Masse die g gleichsetzen dem Gewicht eines Prismas, 

Zahlen zu verstehen sind. ^^»j^^^ ^.^ ^^^ ^^^p^^^ ^^^ ^^^ ^ ^^^^^^ 

Erkl. 29. Um die Stärke der Elasticität, aus einerlei Material besteht, und denselben 

hauptsächlich in Hinsicht auf den Widerstand, Querschnitt Eins hat. Ist a die Länge die- 

welchen die Körper vermöge dieser ihrer Eigen- ses Körpers und y die Dichtigkeit oder das 

Schaft emer ihre Form verändernden Gewalt Gewicht von 1 Kubikmillimeter des Materials, 

entgegensetzen, auf einen allgemeinen Ausdruck j^ x ^^-^ 

zurück zu bringen, hat Thomas Toung den -^ 

Ausdruck „Modulus** der Elasticität eingeführt E = ay und daher umgekehrt a = — 

(Model oder Modul [vom lat. modulus, Verklei- x ♦ -d ^ q* v»i ^ 

nerung von modus, das Mass] ein Mass, Mass- *^^ 2* ^* ^^^ otanl 

Stab, besonders bei den Säulenordnungen), welcher E = 22500 kg 

nachher in den Werken der Engländer über ^jj^ ^ __. q 0000075 ksr 

Mechanik beibehalten ist. Dieser stützt sich / » s 

auf das oben erwähnte, durch die Erfahrung so hat man: 

aufgefundene Gesetz, dass die Veränderung, 22500 oaaaaaaaaa 

welche ein elastischer Körper durch eme ge- « = Ö 0000075 ^ 3000000000 mm 

wisse Kraft erleidet, dieser letzteren so lange ' oAAAAAn 

direkt proportional ist, als die Teile des Kör- = öUüUUUUm 

pers keine Veränderung ihrer Lage erleiden. d. h. eine Stahlstange von 3000000 Meter 

Hiernach kann also die Elasticität der Körper Länge würde einen Stahlstab von demselben 

durch den Modulus ausgedrückt werden. Nennt Querschnitt um seine eigene Länge aus- 

man letzteren =:E, das Gewicht, welches einen lehnen, wenn solches überhaupt möglich 

il^L^ip'Ä' ^ ''"' ''''' ^''''' ^'" wäre, ohne die Elasticitätsgrenze zu über- 



schreiten. 



längert = P, so ist: 

E:P = JjiX 

Wird z. B. ein Stab von 100 cm Länge durch ' ~~ ,. , , « 
ein Gewicht von 162,6 kg um 2 cm verlängert, ^ ^'^^^ ^'^^- ^^' 

so ist der Modulus der Elasticität für diesen 
Körper : 

E = i^?4im oder E = 8130 

Da der Stab durch 162,6 kg um -rr- seiner 
ursprünglichen Länge vergrössert wird, so wird 
er bei nur 1 kg Belastung auch nur um ^^^ 
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seiner ursprünglichen Länge vergrössert werden, 
mithin ist der Dehnungsquotient des betreffen- 
den Körpers: 

« = -^TTT^cnr oder s = 0,00012325 
50 . 162,6 



Frage 22. Wie lassen sich die oben er- 
wähnten Gesetze der Zngelasticität in eine 
einfache Formel zusammenfassen? 

Erkl. 30. Wertheim und Chevandier fanden 
durch akustische Versuche als die einfache Ver- 
längerung für Hölzer, mit 20 % Feuchtigkeit 
genommen und nach den drei Hauptrichtungen 
des Stammes geschnitten, folgende Werte von £: 

D 

Pappel 0,477 

Fichte (P.sylv.) 0,559 

Eiche (Q.robur) 0,872 

Buche 0,823 

Birke 0,812 

Ahorn 0,674 

Erle 0,601 

Tanne 0,493 

Esche 0,697 

Ulme 0,723 

Acacia 0,717 

Die elastische Kraft 
Fasern übertrifft oft 10 mal diejenige senkrecht 
zu denselben; am kleinsten wird sie nach der 
tangentialen Bichtung. 

Einen sehr grossen Einfluss übt die Feuch- 
tigkeit des Holzes aus. Ihre Entfernung be- 
wirkt eine Zusammenziehung der Quere nach, 
eine Vermehrung der Dichtigkeit und der elasti- 
schen Kraft. Für 1 ®/o Feuchtigkeit wächst 
letztere um Vjoo ^is Vioo« 



long. 


radial 


tangent. 


517,2 


73,3 


38,9 


564,1 


97,7 


28,6 


921,3 


188,7 


129,8 


980,4 


269,7 


159,3 


997,2 


81,1 


155,2 


1021,4 


1574 


72,7 


1108,1 


98,3 


59,4 


1113,2 


94,5 


34,1 


1121,4 


111,3 


102,0 


1165,3 


122,6 


63,4 


1261,9 
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Richtung der 



Antwort. Nennen wir die Länge eines 
Stabes = L, seine durch die Belastung P 
erzengte Verlängerung = jl, seine Quer- 
schnittsfläche = F, und den von seiner 
Substanz abhängigen Dehnnngsquotient = «, 
so ist nach obigen Gesetzen seine Verlän- 
gerung am so grösser, je grösser L und P, 
aber nm so kleiner, je grösser F und je 
widerstandsfähiger das Material ist. Auf 
Grund dieser Erfahrungssätze lässt sich 
ohne weiteres die Formel aufstellen: 



X = 



e 



PL 
F 

(da 8 = 



oder 
E 



k = 



ist.) 



PL 
FE 



Nach dieser Gleichung lässt sich für eine 
beliebig gegebene Stange von F Quadrat- 
millimeter Querschnitt und L Millimeter 
Länge die Verlängerung X berechnen, wel- 
che durch eine beliebig gegebene Be- 
lastung von P Kilogramm hervorgebracht 
wird, sobald man nur noch den Elasticitäts- 
modulus E oder den Dehnungsquotienten e 
des in Frage kommenden Materials kennt. 



Frage 23. Wenn man einen grösseren 
Streifen Kautschuk oder noch besser einen 
Gammischlauch an seinen beiden Enden mit 
beiden Händen anfasst und ihn durch Zug 
verlängert, so lässt sich bei aufmerksamer 
Beobachtung ausser der Verlängerung des 
Stabes noch welche andere Formverände- 
rung wahrnehmen? 

Erkl. 31. Die Dichtigkeit stabförmiger Kör- 
per wird durch die Dehnung nach der Längen- 
richtung vermhidert, wiewohl nicht in dem 
Grad, als man aus dem Verhältnis der Ver- 
längerung erwarten könnte. Die Erklärung fin- 
det sich darin, dass während der Zunahme der 
Länge der Flächeninhalt des Querschnitts nicht 
verhältnismässig kleiner wird. Doch ist zu er- 
kemien, dass die einseitige Spannung nach der 
Längenrichtung ein Zusammendrücken recht- 
winklig gegen die Länge zur Folge hat. In 
der That lässt sich nicht erwarten, dass die 
Teilchen einer Längenfaser, soweit diese mit 
gleichartigen Fasern in Berührung steht, ihre 



Antwort. Wenn man die Länge eines 
Kautschukstreifens oder Gummischlauchs 
durch Zug vergrössert, so kann man beob- 
aehten, dass auch der Querschnitt eines 
solchen Körpers eine Veränderung erleidet, 
und zwar wird derselbe nm so kleiner oder 
der Körper um so dünner, je mehr derselbe 
in die Länge gezogen wird. 



24 ElasticitätB- und Festigkeitslehre. 

Wirksamkeit während der Dehnung ausschliess- 
lich nur nach der Längenrichtung erstrecken 
sollten. Jedes Teilchen wird vielmehr auf seine 
ganze Umgebung, bis zur Grenze des messbaren 
Abstandes, einen Einfluss äussern. So entstehen 
molekulare Einwirkungen nach allen denkbaren 
Richtungen, die sich indessen an jedem Punkt 
zu zweien Kräften, nach der Längenrichtung 
und senkrecht gegen diese sammeln lassen. Die 
Besultante der senkrechten Kräfte, bezogen auf 
einen beliebigen Punkt im Innern des gespann- 
ten Stabs wird zwar in der Kegel gleich oder 
fast gleich Null sein, weil von dem betreffenden 
Punkt ausgehend, nach jeder Richtung hin ent- 
gegengesetzt gleiche Kräfte sich wechselseitig 
aufheben. Aber das Gleichgewicht der äusseren 
Fasern muss notwendig eine Störung erfahren, 
indem alle gegen ihre Teilchen gerichteten An- 
ziehungen nur vom Innern der Stabmasse aus- 
gehen. So entwickelt sich auf jeden Punkt der 
Aussenfläche eines gedehnten Stabs eine Zug- 
kraft gegen das Innere, und in Betracht der 
geringen Wirkungssphäre der Molekularkräfte, 
normal auf die Tangente des Punktes. Z. B« 
der ganze Umfang eines homogenen cylindri- 
schen Stabs erfährt eine zentrale, in allen 
Punkten gleich starke Pressung im Sinne einer 
Verdichtung seiner Masse, die sich natürlich 
wie jeder andere von aussen einwirkende Druck 
in das Innere fortpflanzt und eine Verminderung 
des Durchmessers zur Folge hat. 



Frage 24. Mit welchen Namen bezeich- 
net man in der Physik die vorerwähnte Er- Antwort. Diese vorerwähnte Erschei- 

Bcheinung? üüQg, wonach ein ausgedehnter Stab im 

Erkl. 32. Kontrahieren (lat. contrahere, Querschnitt kleiner wird, bezeichnet man 

von trahere = ziehen) heisst zusammenziehen. ^^ «em Namen „Seitenkontraktion** 

Die Kontraktion (lat. contractio) heisst das Zu- oder ;,Querkontraktion", d. h. soviel wie 

sammenziehen, die Zusammenziehung. seitliche Zusammenziehung. 



Frage 26. Welche Werte hat man für 
die Querkontraktion berechnet und durch Antwort. Nach Poisson^s theoretischen 

welche Experimente hat man die Kichtig- Entwickelungen wird der Durchmesser eines 

tigkeit dieser Werte nachzuweisen gesacht? gtabes im Verhältnis von 1 zu 1 - 1 Ter- 

Erkl. 33. D. h. wenn ein Eautschukstah oder kleinert, wenn die Länge desselben durch 
-Streifen von beispielsweise 200 mm L&nge durch Ziehen im Verhältnis von 1 zu 1+a ver- 
ziehen auf 240 mm Länge gebracht wird so ist n^ehrt worden ist*) 

T^^M^T.^!™^^^ ^J^n^^'^Z Mit dem vorerwähnten Wert der Quer- 

Länge zur vergrösserten Länge 200 : 240 oder t^^t^^ü^^ stimmen die Resultate fiberein, 

1:1 + g-, folglich wird^ der Durchmesser im welche Cagniard la Tour durch folgenden 

Verhältnis von 1:1 — -^ oder 1: ^^ verklei- Versuch ermittelte: 

nert, und wenn also der Stab z. B. 20 mm Er befestigte auf einem Fassbrett (siehe 

Durchmesser hatte, so wird derselbe bei der Fig. 25) einen Metalldraht so, dass derselbe 

oben erwähnten Verlängerung nur noch 19 mm senkrecht aufstieg ; das obere Ende des 

Durchmesser zeigen. Wird aber derselbe Stab Drahts wurde an einem Arm eines ungleich- 

auf seine doppelte Länge ausgedehnt, so ist armigen Hebels L befestigt, dessen anderer 

das Verhältnis seiner Durchmesser 1:1 — ^ Arm mit einem Gewicht P belastet wurde. 

4 

d. h. der Durchmesser von 20 mm zieht sich 

auf 15 mm zusammen. i) siehe £rki. ss. 
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Figur 26. 



Figur 27. 







Die Länge des unbelasteten Drahts, sie be- 
trug 2 m, war genau bestimmt, und es wurde 
dann die Verlängerung beobachtet, welche 
durch die Belastung des Hebels eintrat. Die 
letztere wurde so weit gesteigert, dass die 
Verlängerung des Drahts 6 mm betrug. Der 
Draht war, wie die Figur zeigt, von einer 
engen, unten geschlossenen und mit Wasser 
gefüllten Bohre umgeben, der Durchmesser 
der Röhre und des Drahts waren genau ge- 
messen. In dem Augenblick nun, in dem 
sich der Draht durch den Zug zu verlängern 
begann, sah man das Niveau des Wassers 
in der Röhre von AB bis A^B^ sinken; ein 
Beweis, dass in der That bei der Verlänge- 
rung des Drahts eine Verminderung des 
Querschnitts eintritt. Die Niveaudifferenz 
vor und nach dem Zug wurde genau ge- 
messen und daraus die Verminderung des 
Durchmessers des Stabes berechnet. 

Wertheim^B Versuche stimmten jedoch 
mit diesen Resultaten nicht überein. Er 
nahm Zunächst sehr sorgföltig gearbeitete 
Kautschukstreifen (siehe Fig. 26) von un- 
gefähr 300 mm Länge. Dieselben hatten 
die Gestalt von Prismen mit quadratischer 
Grundfläche. Die Länge einer Seite war 
zwischen 9 und 47 mm. An ihren beiden 
Enden versah er sie mit eisernen Ansätzen 
A und B, in denen die Eautschukstreifen 
fest angebracht waren. Die Ansätze hatten 
Haken; mittels des einen wurde der Eaut- 
schukstreifen senkrecht aufgehängt, während 
an dem andern B das ziehende Gewicht P 
angebracht wurde. Da der Kautschuk sich 
sehr leicht ausdehnt, so verlängerte sich der 
Streifen bedeutend, und die Verlängerung 
wurde gemessen. Da femer der Querschnitt 
des Streifens sehr gross war, so konnte man 
ihn mittels eines Zirkels messen, und so 
fand Wertheim durch direkte Messung, dass, 
wenn diese Stäbe durch angehängte Gewichte 
im Verhältnis von 1 : 1 + a verlängert wer- 
den, die Seite des Querschnitts im Verhält- 
nis von 1:1 — Q- abnimmt. 

Zu dem gleichen Resultat führten Ver- 
suche mit Messingröhren (siehe Fig. 27), 
welche mit ihren Enden an andere kurze, 
aber weitere Röhren B^B^ befestigt waren. 
Die untere war unten verschlossen, die 
obere an beiden Seiten offen, und an ihrem 
oberen Ende mit einer Fassung versehen, 
durch welche eine sehr enge Glasröhre F 
mit dem Inneren der Röhre kommunizierte. 
Diese so vorgerichteten Röhren wurden mit 
Wasser bis zur Marke F der Glasröhre ge- 
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Erkl. 34. Dass das Verhältnis 1 : l — ^a 
-welches wir als « = — bezeichnen wollen, kon- 
stant sei, haben spätere Versuche nicht be- 
stätigt. Kirchhoff und Okatow haben runde 
Stahlstäbe geprüft, die einzigen, welche sich 
einigermassen als strukturlos homogen er- 
wiesen. Der runde Stab, in der Mitte horizon- 
tal gehalten, wurde beiderseits durch Gewicht- 
chen, die an Seitenarmen wirkten, gleichzeitig 
gebogen und gedreht, und diese Aenderungen, 
deren eine die Längen-, die zweite die Quer- 
dimensionen betraf, durch das feine Mittel der 
Spiegelablesung gemessen. Schneeheli hat das 
Verhältnis a auf noch anderem Wege, nämlich 
durch Vergleichung der tönenden Längs- und 
Torsionsschwingungen weit dickerer Stäbe gleich- 
falls bestimmt. Sie erhielten für federharten 
und weichen Stahl: 

Kirchhoff (300 mm auf bart weich 

2,55 mm) . . . . . « = 0,294 — 

OJcatow (Stricknadeln). . 0,294 0,304 

Schneeheli (640—1000 m 

auf 14—20 mm) . . 0,296 0,306 

Der Wert a scheint also für die gleiche 
Substanz, unabhängig von den Dimensionen, 
konstant, hingegen für jeden andern Zu- 
stand und jede andere Substanz ein an- 
derer zu werden. 



füllt. Man befestigte die Röhre an ihrem 
oberen Ende, so dass sie vertikal herab- 
hing, and belastete sie an ihrem andern 
Ende mit einem Gewicht p. Sie dehnte 
sich dann gerade so aus wie ein solider 
Metallstab von derselben Substanz. 

Man mass einerseits die Verlängerungen 
dieser Vorrichtung, andererseits das Herab- 
sinken der Flüssigkeit in der Glasröhre F. 

Wenn sich der Darchmesser des Stabes 

im Verhältnis von 1:1 — -ö- verkleinert, 'so 

nimmt der Flächeninhalt des Qaerschnitts 
ab im Verhältnis von 



2a 



■K>-T)='^'-^ + f 



oder: 

2 
1:1 ^a (da a klein genug ist, um 

-^a' zu vernachlässigen.) 

«7 

Das Volumen des ganzen Stabes ändert 
sich aber im Verhältnis von 

1:(1 + «)(1-|«) 

oder was dasselbe ist, im Verhältnis von 

l:l + ya 

d. h. : der Dehnungsquotient nach der Län- 
genrichtnng, bezogen auf die Längeneinheit, 
ist dreimal so gross, als der Quotient der 
Volumenvergrösserung, bezogen auf die Vo- 
lumeneinheit. 



b). Die absolute Festigkeit oder die Zagfestigkeit ohne Berüeksiehtigang 

des Elgengewiehts der Körper. 



Frage 26. Wie hat man die Festigkeit 
gegen Zug geprüft, und welchen Wert hat 
man für dieselbe gefunden? 

Erkl. 35. Die nachstehende Tabelle enthält 
die Werte der absoluten Festigkeit (d. h. den 
Festigkeitskoeffizienten oder Festig- 
keitsmodulus) gegen Zerreissen von Stäben 
mit je 1 Quadratmillimeter Querschnitt in Kilo- 
gramm: 

Metalle. 

Kilogr. 

Schmiedeeisen, reinstes, stärkstes ... 60 

„ feines weiches .... 46 

„ mittleres, Stangeneisen . 40 

„ schwächstes, in grob. Stäben 25 

lisendraht, ungeglühter 69,5 

„ geglühter 36 

„ in Bündeln oder Ankertauen . 80 



Antwort. Die Festigkeit gegen Zug wurde 
einfach geprüft, indem man an ihrem oberen 
Ende befestigte Stäbe allmählich bis zum 
Zerreissen belastete. Da alle Teilchen der 
Länge, abgesehen von dem Gewicht des 
Stabes selbst, gleich stark ausgezogen wer- 
den, so ist der Bruch von der Länge un- 
abhängig nnd wird einzig durch zufällige 
Ungleichheiten und die zufällige Schwäche 
einzelner Stellen bestimmt. Obgleich meist 
dem Bruch an der Bruchstelle eine starke 
Verdünnung vorausgeht, so zeigt sich doch 
die Festigkeit so ziemlich dem Querschnitt 
proportional. 

Bezeichnen wir nun mit s die Grösse oder 
Intensität des in der Flächeneinheit des 
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Kilogr. 

Drahtseile von 9 mm Durchm.,au8 36 Eisen- 
drähten (6 Litzen), schwed.Draht 55,06 

„ französ. Draht 54,53 

Ketten aus weichem Eisen, gewöhnliche, 

mit längeren Gelenken .... 24 
7, aus weichem Eisen, durch Stege 

verstärkte Gelenke 32 

Eisenblech, in der Richtung der Fasern . 35,45 

„ senkrecht auf die Fasern . 35,25 

Gusseisen, weisses 10,50 

„ graues 11 

Stahl, roher Schmelzstahl ..... 61,76 

Zementstahl 89,78 

raffin. Schmelzstahl, weich zu Federn 67,88 
„ n •• » Messern 71,86 

» „ Feüen 75,99 
Gussstahl, weichste Sorte zu Federn 72,15 
„ harter, zu Maschinenteilen 72,59 
„ sehr hart, zu Prägestempeln 104,88 
„ in der Eirschrotglut ge- 
härtet, hlau .... 103,31 
„ dunkelrot gehärtet, blau 

angelassen 136,89 

„ härtester, schwarzrot ge- 
färbt, grau angelassen. 142,87 

Stahidraht, ungeglüht 86,5 

„ geglüht 61 

Kupfer, gewalzt, in der Kichtung d. Länge 21 

„ geschlagen 25 

„ gegossen 13,4 

Kupferdraht, ungeglüht 40,5 

„ geglüht 23,5 

Messing 12,5 

Messingdraht, ungeglüht 59,5 

„ geglüht 32,5 

Kanonenmetall 23 

Argentandraht, ungeglüht 72,5 

geglüht 51,5 

Zink, gewalztes 5 

„ gegossenes 6 

Zinkdraht 14 

Zinn, gegossen 3 

Zinndraht 3,85 

Blei, gewalzt 1,35 

„ gegossen 1,28 

Bleidraht 2 

Aluminium, gegossen 10,97 

:, kalt gehämmert 20,27 

Aluminiumdraht 11,50 

Silberdraht, von feinem Silber, ungeglüht 32 

n »1? » geglüht . 18 
„ ;, 750teilig. Silber, ungeglüht 63,5 

» n n n n geglüht . 40 

Golddraht, von feinem Gold, ungeglüht . 20,5 

», » « » geglüht . . 17 

„ „ 900teiHgem Gold ... 46 

„ „ 583V3 „ „ ungeglüht 93,5 

» » » n », geglüht . 69 

Ptatindraht, ungeglüht 34 

geglüht 27,5 

Aus dieser Tabelle folgt, dass die Festigkeit 
verschiedener Metalle in keiaem Zusammenhang 

mit der Dichte derselben steht; so z. B. haben 



Stabqnerschnitts auftretenden. Wider- 
stands, der Gegenwirkung (Reaktion), Span- 
nung oder was dasselbe sagt, bezeichnet s 
den Festigkeitskoeffizient oderBrnch- 
modnlns des betreffenden Materials (siehe 
Antw. auf Frage 25), P die Grösse der von 
aussen auf den Körper einwirkenden Kraft, 
und nehmen wir an, der Körper bestehe 
in allen kongruenten Querschnitten aas F 
Flächeneinheiten , so ist erfahrungsmässig 
für den Zustand des Gleichgewichts: 



1). 



P = Fs 



d. b. die den Körper beanspruchende Kraft 
oder die absolute Festigkeit des Kör- 
pers ist gleich der Anzahl der Flä- 
cheneinheiten des zur Kraft richtung 
normalen Querschnitts, multipliziert 
mit der Grösse der in der Flächen- 
einheit dieses Querschnitts auftre- 
tenden Spannung (Normalspannung). 

Umgekehrt ist: 
2) " ^ 



F = 



8 



d. h. man erhält die Grösse der Quer- 
schnittsfläche eines durch die Kraft P auf 
Zug oder Druck in Anspruch genommenen 
Stabes, indem man die Kraft P (in Kilogr.) 
durch die Grösse der Spannung $ dividiert, 
welche in der Qnadrateinheit der kleinsten 
Querschnittsfläche eintreten darf. 

Oder: 

3) ^ = -Y 

ergibt eine Formel, welche direkt zur Be- 
rechnung der in 1 qmm resp. 1 qcm des 
Stabquerschnitts eintretenden Spannung be- 
nutzt werden kann. 

Ist der in Betracht kommende Stab cy- 
lindrisch, der Querschnitt also ein Kreis 
vom Durchmesser d, so ist die Fläche 

F = ^Ttd^ 

4 

folglich nach Gleichung 2). auch 



= -r-n d^ 

s 4 



oder: 
4). . 



d 






4P 

8 



Ist der Stab hingegen quadratisch und 
die Seite des quadratischen Querschnitts = 
a, so ist die Querschnittsfläche 

¥ = a" 

und diesen Wert m. Gleichung 2). eingesetzt: 
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Zinn und. Eisen fast gleiche Dichten (7,813 und 
7,748) und doch sehr verschiedene Festigkeit. 

Dieselben Metalle aus yerschiedenen Erzen, 
auf yerschiedene Weise gewonnen, lassen oft 
wesentliche Abweichungen in der Festigkeit er- 
kennen; es ist überhaupt auf chemische und 
mechanische Einflüsse bei der Herstellung und 
während des Betriebs Rücksicht zu nehmen. 
Besonders wird durch Hämmern, Walzen und 
Drahtziehen die Elasticität und Festigkeit der 
Metalle etwas erhöht, die Dehnbarkeit hingegen 
yermindert. Der Stahl wird durch Härten etwas 
fester, desgleichen auch das Eisen durch Ver- 
minderung des Phosphor- und Eohlenstoffgehalts. 
Ausglühen yermindert die Festigkeit, erhöht da- 
für aber die Dehnbarkeit. Sehr niedrige Tem- 
peratur ( — 83® C.) erhöht die Elasticitätsgrenze 
bei Eisen und Stahl; hohe Temperatur (+1400 0.) 
drückt dieselbe herab. Der Elasticitätsmodulus 
des Schmiedeeisens und Stahls wächst um 0,08 % 
bis 0,05 7o P'^o 1® C. . abnehmende Temperatur. 

Auf die absolute Festigkeit hat eine Tem- 
peraturdifferenz yon —33» C. und 4-220« C. bei 
Stahl, yon — 830C. und -f 100» C. bei Schmiede- 
eisen keinen Einfluss. Zwischen 4~100»G. und 
200 ''G. nimmt das Schmiedeeisen bis zu 20% an 
Zugfestigkeit zu, wird aber in dunkler Rotglüh- 
hitze (600—700» C.) um Vi Ws % geringer. 

Die absolute Festigkeit des Kupferblechs wird 
mit steigender Temperatur geringer und sinkt 
bei -f-400»C. auf die Hälfte derjenigen bei 0». 

Aus den zahlreichen WertheimschenY ersuchen 
mit Legierungen mögen die folgenden genügen : 



a« = 



und somit 
5). . . . 



s 



. = A/i- 



Ist der Stab aber rechteckig prismatisch 

und sind die Seiten des rechteckigea Qaer- 

schDitt3 = b and h, so ist die Qaerschnitts- 

fläche „ 

F = hh 

oder diesen Wert in Gleichung 2). eingesetzt: 



and somit: 

6). . . 6 = 



hh = — 

8 



8h 



oder h = 



8b 



Darcet's Met. (Pbj Bi, Suj) 



Letternmet. 

Schnelllot 

Tombak 

Similor 

Messing 

Neusilber 

Packfong 



(Pb, Sb) 
(Pb Sn) 
(SCuj) 
(ZCU5) 
(ZCu,) 

(Z4 CUi8 



Nij) 



(ZjCu^Nij) 



1,74 
1,87 
2,46 
32,5 
51,90 
60,22 
61,88 
68,10 



Die Versuche yon Wertheim und Chevandier 
ergaben für yerschiedene Hölzer, nach den 3 
Hauptrichtungen, bei 20 % Feuchtigkeit: 

Richtung. 

Dichte longit. radial tangent. 

Pappel 0,477 1,97 0,146 0,214 

Fichte (P.sylvestr.) 0,559 2,48 0,256 0,196 

Buche 0,823 3,57 0,885 0,752 

Ahorn 0,674 3,58 0,715 0,371 

Tanne 0,493 4,18 0,220 0,297 

Birke 0,812 4,30 0,823 1,063 

Erle 0,601 4,54 0,329 0,175 

Eiche (Q. pedunc.) 0,808 6,49 0,582 0,406 

Esche 0,697 6,78 0,218 0,408 

Espe 0,602 7,20 0,171 0,414 

Acacia 0,717 7,93 — 1,231 

Die meist angenommene Zunahme der 
Festigkeit mit der Dichtigkeit des Hol- 
zes erleidet yielerlei Ausnahmen. So auch 
zeigten die einen Hölzer (Tanne, Esche, Ulme, 
Ahorn, Espe, Erle) eine wachsende Festigkeit 
von der Achse nach dem Umfang; alte Eichen, 



Figur 28. 
1). 
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Birken und Buchen hingegen eine Abnahme 
derselben. In dieser Beziehung, wie mit Hin- 
sicht auf die Kohäsion in verschiedenen Höhen 
des Baumes, treten keine allgemeinen Gesetze 
hervor. Dagegen steigt die Festigkeit radial 
nnd tangential, ähnlich der Elasticität, nur auf 
0,163 und 0,159 von derjenigen im Sinn der 
Fasern. Sie nimmt endlich tut dem Alter, mit 
dem Austrocknen, mit dem schnellen Wachs- 
tum ab. 

FQr organische Fasern gibt Frankenheim 
folgende Zusammenstellung: 

Darchmesser 8 

Pferdehaar 0,26 mm 9,644 

Menschenhaar 0,10 „ 11,595 

Wollfaden 0,50 „ 18,951 

Spinnfaden 0,0025 „ 18,809 

Hanffaden 0,26 „ 25,949 

Coconfaden 0,0013 „ 27,500 

Für Steine mögen pro Quadratcentimeter 
Querschnitt folgende Werte in KUogr. genügen: 

Basalt von Auvergne 77 kg 

Kalkstein-PoiHand 60 „ 

weisser von feinem Korn . . 15 

mit körnigem Gefüge, sandig 23 

Backstein, harter, stark gebrannter . 19 

roter, schwach gebrannter • 8 

Gips, mit Eallnnilch angerührt ... 12 

„ Wasser angerührt .... 4 

ütfrtei aus sehr hydraulischem Kalk . 15 

Glas in Bohren oder Stäben . . . 248 

Hanfeeile (pro Quadr.-Centim.) 

Getserie Hanftaue bei der engl. Marine 390 kg 

„ „ franz. „ 435 „ 
Seile aus Strassburger Hanf, 13- 14 mm 

Durchmesser 880 „ 

„ ausLothring.Hanf,23mmDurchm.600 „ 

Die grosse Verschiedenheit in der Festigkeit 
der Hanfseile rührt von der ungleichen Be- 
schaffenheit der Materiale her, aus denen sie 
verfertigt sind. Dünne Seile sind verhältnis- 
mässig fester als dicke, weil sie aus besserem 
Hanf gemacht sind. Durch starkes Drehen der 
einzelnen Fäden wird die Tragkraft der Seile 
bedeutend vermindert. Nasse Seile haben eine 
geringere Festigkeit als trockene. Auch durch 
das Teeren der Taue und Stricke und durch 
das Kosten der Drahtseile wird die harte äus- 
sere Schicht des Eisendrahts, welche sich beim 
Ziehen bildet und welche zu seiner im Vergleich 
zu ungezogenem Eisen grösseren Tragfähigkeit 
mitwirkt, chemisch verändert und in einen nicht 
mehr kohärenten oder zusammenhangsfähigen, 
pulverförmigen Körper (Hydrooxyd) verwandelt. 



n 



n 



n 



Frage 27. Warum darf man bei der 
Berechnung der Dimensionen von Maschi- Antwort. Wollte man bei der Berech- 
nenteilen n. dergl. nie den in vorstehenden nnng der Dimensionen von Maschinenteilen 
Formeln benutzten Brachmodulas oder den Brachmodalns s (resp. die für den- 
Festigkeitskoeffizient einführen? selben in Erkl. 35 gegebenen Werte) in die 

Rechnong einführen, dann würde der nach 
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solchen Berechnimgen konstruierte Körper 
unter dem Einfluss der auf ihn einwirken- 
den Kräfte unfehlbar zerstört werden. 



Frage 28. Was ist deshalb bei Anwen- 
dung der oben gegebenen Formeln zu be- 
rücksichtigen, da in der Praxis kein Körper 
bis zu seiner Zerstörung und selbst nicht bis 
zu bleibender Formänderung durch äussere 
Kräfte in Anspruch genommen werden darf? 

Erkl. 36. Der Tragmodulus eines Mate- 
rials ist diejenige Zahl, welche angibt, 
mit wieviel Gewichtseinheiten (kg) man 
einen Körper von 1 Quadratmillimeter 
(oder Qaadratcentiaieter) Querschnittsfläche 
belasten muss, damit gerade seine 
Elasticitätsgrenze erreicht werde. Wenn 
die Belastung eines Körpers pro Flächeneinheit 
seines Querschnitts die Grösse des Tragmodulus 
erreicht, so ist die Elasticitätsgrenze erreicht, 
der Körper nimmt bleibende Formänderung an, 
und wenn die Belastung die Grösse des Bruch- 
modulus erreicht, so wird der Zusammenhang 
des Körpers in dem fraglichen Querschnitt 
zerstört. 



Antwort. Bei Anwendung der oben ge- 
gebenen Formeln ist zu berücksichtigen, 
dass für s ein bedeutend kleinerer Wert 
als die Normalspannung in Rechnung 
zu bringen ist. Ja es darf der zu berech- 
nende Körper noch nicht einmal bis zu sei- 
ner Elasticitätsgrenze (siehe Antw. auf 
Frage 20) in Anspruch genommen werden, 
denn er würde sich alsdann bei der ge- 
ringsten Vermehrung der Belastung blei- 
bend ausdehnen. Da solches vermieden 
werden muss, so darf an Stelle des Bruch- 
modulus noch nicht einmal der ganze 
Tragmodulus^), sondern nur ein Bruch- 
teil desselben in Rechnung gebracht werden. 



1) Siehe Erkl. 36. 



Frage 29. Auf welche Weise gelangt 
man nun zu dem für die Praxis nötigen 
Grad der Sicherheit? 

Erkl. 37. Während früher eine drei bis fünf- 
fache Sicherheit für genügend erachtet wurde, 
hat Redtenbacher durch ein sehr eingehendes 
Studium von einer grossen Anzahl gut ausge- 
führter Maschinen und ihrer Bestandteile hin- 
sichtlich ihrer Festigkeit gefunden, dass nur 
die wenigsten Maschinenteile bis auf Vs» ^^ 
meisten hingegen nur auf einen viel kleineren 
Teil ihrer Festigkeit in Anspruch genommen 
sind, und zwar die auf absolute Festigkeit in 
Anspruch genommenen Teile nur auf Vio> V20 
bis V50} ^^6 ^uf relative Festigkeit in Anspruch 
genommenen Teile nur auf Vio> Vis ^^^ V25» 
und die auf Torsion in Anspruch genommenen 
nur auf V30 bis V50 ihrer betreffenden Festig- 
keit, oder dass, was dasselbe sagt, erstere auf 
10-, 20- bis ÖOfache, die andern auf 10-, 15- 
bis 25 fache und die letzteren auf 30- bis 50- 
fache Sicherheit konstruiert sind. 



Antwort. Damit nun die für die Praxis 
nötige Sicherheit erreicht wird, dafür, dass 
der Körper weder zerstört, noch dass die 
Elasticitätsgrenze überschritten wird, darf 
die Belastung eines Körpers resp. die Span- 
nung pro Flächeneinheit des Körperquer- 
schnitts eine Grösse nicht überschreiten, 
die je nach dem verlangten und üblichen 
Sicherheitsgrad ein grösserer oder kleinerer 
Bruchteil vom Tragmodulus T und Bruch- 
oder Festigkeitsmodulus K ist. Man nimmt 
also z. B. nur die Hälfte, den dritten oder 
vierten Teil des Tragmodulus und führt 
diesen Teil als zulässige Spannung oder 
Sicherheitskoeffizient in die Rechnung 
ein. 



Frage 30. Was versteht man demnach 
unter dem Sicherheitskoeffizient oder 

der zulässigen Spannung eines Mate- Antwort. Unter dem Sicherheits- 
riais? koeffizient, Sicherheitsmodulus S, 

Erkl. 38. Bezeichnet man den Sicherheits- <ier zulässigen Spannung oder zuläs- 

koeffizient für die absolute Festigkeit mit S sigen Belastung eines Materials ver- 

und den Grad der Sicherheit mit (x, resp. steht man das Mass desjenigen Ge- 
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die Beanspruchung oder den reciproken wichts per Querschnittseinheit, wel- 

Wert der Sicherheit mit— , so ist der Festig- chem der Körper noch mit hinrei- 

keitsmodulus oder die Normalspannung: chender Sicherheit auf die Dauer zu 

^ _ ^g widerstehen vermag. 

oder umgekehrt: 



S = - 



3 

a 



Für diesen Wert für S hat man in den in 
Antw. auf Frage 26 gegebenen Formehi in jedem 
einzelnen Fall den entsprechenden Zahlenwert 
nach dem verwendeten Material und dem ver- 
langten Grad der Sicherheit einzuftlhren. Und 
es ist demnach die Tragfähigkeit: 

la) P = FS 

die Querschnittsfläche: 

P 

2a) ^ = "S" 

der Sicherheitskoefffzient: 

P 



3a). 



S = 



Dasselbe gilt auch für die folgenden Formeln 
und Koeffizienten der übrigen Festigkeitsarten. 



Frage 31. Was ist über den Wert des 
Sicherheitskoefüzienten za bemerken? 



Erkl. 39. Allgemeine Kegeln für die Bestim- 
mung der bei praktisch auszuführenden Kon- 
struktionen als zulässig anzunehmenden Zug- 
oder Druckspannung lassen sich nicht angeben. 
Je nach der Qualität der verwendeten Material- 
sorte, und je nach dem Grad der Möglichkeit, 
alle Umstände, welche die Sicherheit der Kon- 
struktion gefährden können, entweder ganz an- 
zuschliessen , oder wenigstens der Berechnung 
zu unterziehen, wird eine grössere oder kleinere 
Spannung als praktisch zulässig anzunehmen sein. 
Den oberen Grenzwert dieser zulässigen Span- 
nung bildet unter allen Umständen die Elasti- 
citätsgrenze des verwendeten Materials. 

Da für den Elasticitätsmodulus, die Elastici- 
tätsgrenze und den Festigkeitskoeffizienten auch 
bei den verschiedenen Sorten eines und des- 
selben Materials sehr verschiedene Werte sich 
ergeben, so ist es nicht möglich, bestimmte ein 
für allemal giltige Zahlenwerte dieser Grössen 
für jeden einzelnen Körper anzugeben. Um die 
genaueren Werte zu ermitteln, hat man für je- 
den speziellen Fall mit der zu verwendenden 
Materialsorte spezielle Versuche anzustellen. 

Erkl. 40. Körper, welche eine nicht grosse 
Elasticität, aber bedeutende Härte haben, kön- 
nen unter geeigneten Umständen grosse Lasten 
tragen, weil sie der beugenden Gewalt nur we- 
nig nachgeben, wenig herabsinken und nicht 
leicht über die Grenze ihrer Kohäsion hinaus- 
gebracht werden. Wirkt aber eine ihre Sprödig- 
teit treffende Gewalt auf sie, dann zerbrechen 
sie leicht. So wird eine Glassäule und ein Bai- 



Antwort. Während der Tragmodulus T 
and der Bniehmodulas K für bestimmtes 
Material je einen bestimmten (für Zug, 
Druck, Schub und Biegung mehr oder we- 
niger verschiedenen) durch Versuche festge- 
stellten Wert hat, sind die Werte für den 
Sicherheitskoeffizienten mehr willkürlich 
nach dem gewünschten Sicherheitsgrad a 
und anderen, der eigentlichen Festigkeits- 
lehre fernliegenden Umständen anzunehmen. 

Es kommt dabei, der Kostenpunkt, die 
Notwendigkeit geringen Gewichts, stetige 
oder längere Zeit unterbrochene Belastung 
u. a. m. in Frage. 

Vor allem ist aber zu berücksichtigen, ob 
die Belastung eine ruhende, oder ob sie 
eine der Grösse oder Richtung nach wech- 
selnde oder eine beständig wiederholte und 
mit Stössen verknüpfte ist. 

Die durch die Versuche von Wöhler be- 
stätigte Erfahrung hat gezeigt, dass nicht 
nur durch eine einmalige äusserste Bean- 
spruchung, sondern auch durch eine weit 
geringere aber oft wiederholte Bean- 
spruchung die Kohäsion eines Körpers zer- 
stört werden kann. Je mehr die Spannung 
unter der Bruchgrenze bleibt, je öfter muss 
dieselbe wiederholt werden, um endlich den 
Bruch herbeizuführen. Schliesslich gibt es 
aber einen Wert der Spannung, welcher 
selbst bei zahlloser Inanspruchnahme den 
Bruch nicht herbeiführt, sondern von dem 
Material ertragen wird. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansfiihrliche Prospekt und das ausführliche In- 
haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut hrochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis,. Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aufl dem Prospekt ersichtUch, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch ftlr Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortreSlichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjahrlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druok von Oarl Hammer in Stuttgart« 
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Mit 6 Figuren. 
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Forts. Y. Heft 395. — Seite 33—48. 





Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

Asgabo nnd EntwicUoBg der benutzten Sätze, Formeln, Regeln In Fragen nnd Antworten 

erläutert durch 

viele Holzsclinitte & lithograph. Tafeln, 

BUB allen Zweigen 

der Reehenkonstf der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. Bph&riBchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. hOheren Hathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodftsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maachmen-, Strafi»en-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Br flehen- u. Hochban's; der Konstmktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

ParaUel-Perspeetire, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium 9 zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph ILleyer^ 

H»thom»tiker, vereideter kOnigl. prenii. Feldmesser, vereideter grosih. heBBischer Qeometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 
unter Bütwirkung der bewährtesten Kr&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von B. Klimpert, Seminarlohrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 395. — Seite 33—48. Mit 6 Figuren. | 

Inhalt: g 

Die absolute oder ZugfeBtigkeit prismatischer Körper mit ßtioksicht auf deren Eigengewicht. — Bestimmung g 

der Arbeits- oder Wirkungsgrösse , welche zur Ausdehnung eines Stabes nötig ist. — Gelöste Aufgaben (g 

über die Zugelasticität und -Festigkeit. g 
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Stuttgart 1888. B 

Verlag von Julius Maier. | 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte Icann 
durch Jede Buchhandluna bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfort a, M, 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein Umlicbes zur Seite steht, ersehet monatlich in 3 — 4 
Heften m dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Matbematik^ Physik^ 
Meebanik, matb» Oeegrapbie, Astronomie, des Masebinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brficken- nnd Hocbbanes, des konstraktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in ToUständig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erldärungen nebst Angabe nnd Entwickelnng der 
benutxten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieb in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anbang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fOr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inbaltsrerzeieh- 
nis, Beriebtignngen und erläntemde Erklärungen Aber das betrelTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen IJnterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd U« Ord., gleich« 
berechtigten bSberen Bllrgersebnlen, Priratscbnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, ScbuUehrer- Seminaren, Polytechniken, Teeliniken, Bangewerksebulen, 
Gewerbesehnlen, Handelssebnlen, teebn. Törbereitnngssebulen aUer Arten, gewerbliche 
Fortbildnngssebnlen, Akademien, ünirersitäten, Land- nnd Forstwissensebaltsscbnlen, 
Hilitärsehnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig-Frei- 
willige- nnd Offliiers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt fttr Seliritt gelSste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend a^ ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfeUbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflftingen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die Oberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stälxe für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — lum Auflösen TOn Aufgaben -7- in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreehende Aufgaben zu ll{sen, die ge- 
habten Kegeln, Formeln, Sätze etc. aninwenden und praktiseh an verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Arehitekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soU diese Sammlung zur AnfTrischnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Bemfs* 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der YerÜEisser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
^hunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerlagshandlung. 



Teatigkeit prismatiBcher Kürper. 



pi-ismatiseher Körper mit Rücksicht 
Si^n^wicht. 

Antvort. Ist der Körper, an dem die 
Last P hEtngt, Ton beträcbtlicher Länge 
und Dicke, so trägt das eigene Gewicht G 
zur Yerlängeraog resp. zoin Abreissen mit 
bei und moss daher anch, soll der Körper 
in allen ' Querschnitten gleiche absolute 
Festigkeit erhalten, bei der BeBtimmnng 
der Körperform mit beräcksicbtigt werden. 



Antwort. Bei Körpern, welche entweder 
senkrecht frei aufgehängt oder horizontal 
gestutzt sind, wird man das Eigengewicht 
G des betreffenden Körpers einfach auf die 
Weise in Rechnung bringen, dass man das- 
selbe zu der übrigen Belastung P addiert. 
Wir werden also dann in der Fnndamental- 
formel 1). anstatt P zu setzen haben: 
(P + G) = Fs 

UnregelmaiBsige Körper mit verschieden 
grossen Querschnitten wird man auf diese 
elementare Weise berechnen, wobei man 
also zunächst deren Eigengewicht G ^^y 
zu bestimmen hat (worin 7 das Volumen 
und y das spezifische Gewicht des betreffen- 
den Körpers bedeutet. 



Antwort. Für prismatische Körper lässt; 
sich die F und amental form el so umgestalten, 
dass mau nicht das vorher zu bestimmende 
Eigengewicht des Körpers einzuführen 
braucht, sondern direkt die Dimensionen 
und das Gewicht y der Kubikeinheit des 
Stabmaterials , wie folgende Betrachtung 
zeigt. 

Ein prismatischer Stab AN (siehe Fig. 29). 
sei senkrecht aufgehängt, bei N befestigt 
und am unteren Ende bei Ä durch eine 
Kraft P auf Zug belastet. Wir denken uns 
den Stab seiner Länge l nach in « gleiche 
Teile geteilt, und die Länge eines solchen 
Stabteils sei = x. Wäre nun der Stab bei 
B, am Ende des ersten z befestigt, so 
hätten wir an dieser Stelle eine Belastung 
gleich der angehängten Last P, plus dem 
Gewicht des nnter B befindlichen Stabteils. 
Das Gewicht der Kubikeinheit des letzteren 
bezeichnen wir allgemein mit y- Das Vo- 
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lamen eioes prismatischen Körpers ist aber 
gleich dem Qoerschnitt F, multipliziert mit 
der Länge, hier x. Also ist fnr den Quer- 
schnitt hei B als Befestignngsstelle die Be- 
lastung = P + Faiy; fQr den Ponkt C, wel- 
cher am 2x Aber A liegt, ist dieselbe ^ 
P-f-F2a:r, für D ist sie = P-i-F3a; y and 
für N beträgt die Belastung = P-t-F«3;j'. 

Da nun nx ^ l, so ist als Zugbelastung 
für den Querschnitt bei N zu setzen: 
P-l-Fiy 

Dieser Belastang muss nun der Stab an 
seiner Befestigungsstelle mit der Wider- 
standsfähigkeit gegen Zug das Gleichgewicht 
halten. Das geschieht aber offenbar anf 
dieselbe Weise wie in der Fandamental- 
gleichnng 1). Also wir erhalten, indem wir 
anstatt P setzen P + FJy; 





P + Fiy - F» 








P — Fs — F!r 






V). . . 


. P = F(s-!r) 



Das ist die Belastung, welche ein pris- 
matischer Körper von der Länge I und dem 
Qoerschnitt F an der Befestigungsstelle 
ausser seinem Eigengewicht, aber mit Rück- 
sicht auf dasselbe zu tragen vermag. 

Setzen wir in diese Formel an Stelle des 

Festigkeitskoeffizienten s den Sicherbeits- 

koefßzienten S, so enthält die obige Formel 

Erkl. 42. Obgleich das Eigengewicht bei den Wert fttr die Tragfähigkeit des 

allen Körpern als senkrecht abwärts wirkende Körpers, 

Kraft aeioen Einfluss ausübt, so bringt man Daraus ergibt sich der Querschnitt: 
dasselbe in der Vraxia doch nur dann in Rech- p 

nung, wenn es zur übrigen Belastung eine nam- 8) F ^ — — ^ — 

hafte Grosse hat. a — ly 

und die Materialspannnng (der Festig- 
keitskoeffizient) : 

9) • = !-+')• 



Frage 36. Was folgt aus der vorher- 
gehenden Betrachtang fOr den Fall, dass 
die Spannung in jedem Querschnitt bestän- 
dig gleich der zulässigen Belastung sein soll Antwort. In der vorhergehenden Betrach- 
2um Zweck einer Gewichts- and Material- t""« ""rde gezeigt, dass die Querschnitte 
erspamis? ^^ Stabes von oben nach unten immer 

weniger zu tragen haben und dass die 
Spannung iu einem beliebigen Querschnitt 
in der Entfemnng x vom freien Ende 
P-t-Fxy 

"- F 

beträgt Hieraus folgt, dass die Querschnitte 
von oben nach unten immer schwächer ge- 
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Figur 30. 



Figur 31. 





Dommen werden können. Man könnte also 
den cylindrischen oder prismatischen Stab 
ersetzen durch einen Stab, der aus eiiier 
grösseren Anzahl cylindrischer oder prisma- 
tischer Platten von immer kleinerem Durch- 
messer zusammengesetzt wäre, wie in Fig. 
30, oder durch eine konische oder pyrami- 
dale Form wie in Fig. 31, wobei die grössere 
Basis nach oben und die kleinere nach unten 
gekehrt ist. Die nähere Untersuchung führt 
jedoch auf eine Körperform wie in Fig. 32, 
deren Querschnitt F in irgend einem Ab- 
stand X vom unteren Ende an gerechnet 
bestimmt ist durch die Formel: 



11). 



(*) 



= (t) 



© 



X 



Erkl. 43. Die Herleitung der nebenstehen- 
den Gleichung, die in der Praxis keine An- 
wendung findet und hier nur der Vollständig- 
keit halber gegeben ist, soll hier übergangen 
werden. Man ersetzt die allmähliche Quer- 
schnittsänderung bei der Anwendung (Schacht- 
gestänge, Brückenpfeiler etc.) dadurch, dass 
man einzelne prismatische oder cylindrische 
Teile auf oder unter einandersetzt. 

Besteht z. B. ein Gestänge oder ein Pfeiler 
aus drei Teilen, deren Längen Z^Zj^s mit den 
Querschnitten F^FjFj und ist P die Belastung 
der ganzen Konstruktion, so ist: 

für den ersten Teil: 

F,« = P-fFiy?, 
für den zweiten Teil: 

F,s = P + F,yZ, + F2y?j 
für den dritten Teil: 

F3a = P-i-F,yZ, + F2yZj+F3rZ3 

Aus der ersten Gleichung folgt: 

Mit Einsetzung dieses Wertes in die zweite 
Gleichung folgt: 

p^r 



worin e = 2,7182818 die Basis der natür- 
lichen Logarithmen bedeutet und wovon 

log c = log 2,7182818 = 0,4342945 

ist. Bei Anwendung dieser Formel ist es 
zweckmässig, dieselbe vorher zu logarith- 
mieren. Dann erhält man: 



X 



IIa). . . log F^,) = log (|-) + 0,43429 (^) 

In dieser Gleichung kann man nun be- 
liebige Werte von x annehmen und daraus 
die zugehörigen Werte von F(aj) berechnen, 
womit alsdann die verlangte Körperform 
(deren Durchschnitt von zwei sogenannten 
exponenliellen oder logarithmischen Linien, 
siehe Fig. 32, ah cd begrenzt wird) von 
gleicher oder konstanter absoluter 
Festigkeit bestimmt ist. 



Figur 32. 



F2S = P + 



woraus 



F, = 



s — ia 

Ps 



+ ^27^2 



ebenso erhält man mit Einsetzung dieses Wer- 
tes in die dritte Gleichung: 

p __. . 

' (« — hi) (« — hy) (« — hi) 

Allgemein folgt für den w*en Stab: 




(8 — la) {8 — l^y) . . . (ä — l„y) 



. . 12). 
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Sind die Längen l^ l^^ ^3 • . . l^ gleich gross, 
so wird _ 

F - ^ ' 



s s — ly 

^' ^ T (t=T7") 

und allgemein für den n^^^ Stab: 



^'■.^tCt^zt)" ''^- 



(1. Bestfaumnug der Arbeits- oder Wü'kiingsgrosse, welche zur Ausdehnung' 

eines Stabes nötig ist. 

Frage 36. Welche Formel dient zur Be- 
stimmimg der Arbeits- oder Wirknngs- 

grosse, welche zur Ansdehnong eines Sta- Antwort. Zar Bestimmung der Arbeit s- 

bes nötig ist? oder Wirkungsgrösse, welche zur Aus- 
dehnung eines Stabes nötig ist, dient die 
Formel: 

Erkl. 44. Wenn eine Maschine einen ruhigen - . ,^ 1 ^ s^ 

gleichförmigen Gang hat, so sind die Kräfte ^' * * * ^ ^ "e" 

und Widerstände, welche auf irgend einen ein- ,, . 

zelnen Bestandteil einwirken, in jedem Augen- Beweis. Wenn man mit P diejenige Kraft 

blick unter sich im Gleichgewicht. Die Kon- bezeichnet, welche erforderlich ist, um eine 

struktion dieser Maschinenteile darf daher auf prismatische Stange AB vom Querschnitt F 

die statischen Gesetze der Körperfestigkeit ge- und der Länge L in einem um die Strecke 

gründet werden. Xach diesen Gesetzen richtet g c = ji verlängerten Zustand zu erhalten 

sich nun aber die Festigkeit oder Widerstands- ^^^^le Fig. 33) und wenn man mit K die 

fähigkeit der verschiedenen Körperlormen, aus- ^ Verlänffprunff x pntsDrPrhPudP Kraft hP- 

ser nach dem Material und dem Festigkeits- aef J eriangerung rc entsprecüende liralt De- 

koeffizienten, auch nach den einzelnen Dimen- zeichnet, so ist nach Antw. auf Frage 17: 

sionen und ganz besonders nach den Quer- £Eil F£x 

Schnittsdimensionen, und sind namentlich bei der ^ = ~-jj — 'md K = — =- — 

relativen und Torsionsfestigkeit solche Quer- foi„i;^}j. 

Schnittsformen vorteilhaft , bei welchen der ^ K x 

grösste Teil des Materials von der Schwer- "p" ^^ ~r 

punktsfaser weit entfernt und insbesondere da r a, 

angebracht ist, wo eine starke Körperausdeh- d. h. die verlängernden Kräfte ver- 

nung stattfindet, wie dies bei den gerippten, halten sich wie die ihnen entspre- 

hohlen imd durchbrochenen Formen der Fall ist. chenden Verlängerungen. Die mecha- 

Wenn hingegen in einer Maschine bedeutende nische Arbeit einer stetig veränderlichen 
Massen vorkommen, deren Geschwindigkeiten Kraft kann aber geometrisch durch ein 
sich oft plötzlich oder doch sehr schnelUndern, rechtwinküges Breieck dargestellt werden, 
so müssen die Maschmenteile, auf welche diese \ . ^^ X ^ i^ i T TT«* j xr r* 
Massen einwirken , im stände sein , ohne zu ^«ssen eine Kathete die Intenatm der Kraft, 
brechen, die lebendigen Kräfte , welche jenen ^<* dessen andere Kathete den von ihrem 
Geschwindigkeitsändenmgen und Massen ent- Angriffspunkt zurückgelegten Weg bedeutet, 
sprechen, in sich aufzunehmen, und um dies Da sich nun, wie oben bemerkt wurde, 
leisten zu können, dürfen sie nicht nach stati- die spannende Kraft P resp. K einfach mit 
sehen, sondern müssen nach dynamischen Ge- der Yerlängerong l resp. x ändert, so er- 
setzen konstruiert werden. Nach diesen letzte- j^jq^ j^^ ^^nn man in dem Endpunkt C 
mi ist aber die Festigkeit eines Körpers g<«en ^ horizontale CD = P abträgt, und die 
die Einwirkung lebendiger Kriilte mcht den j x • • ^C: • i.^ • j- ^* 1 TT 
einzelnen Dimensionen, sondern dem Toliunen f?^*^® Linie BD zieht, in dieser letzteren 
des Körpers und einem Koeffizienten, den man ^® graphische Darstellung des Gesetzes, 
den Wirkungs- oder Arbeitskoeffizienten nach welchem die Kraft K mit der Ver- 
nennen kann, proportional. Man kann also in längemng x sich ändert« 



Ueber die Bestimmung der zur Ausdehnung nötigen Wirkungsgrösse. 
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grosse ist also proportional dem Quotienten 



einem solchen Falle die Festigkeit nicht durch 
eine Querschnittsform, sondern muss sie durch 
das Volumen hervorzubringen suchen, weshalb 
denn auch in solchen Fällen die gedrungenen 
Massenformen dem Zweck am besten entsprechen. 



Erkl. 45. Die in nebenstehender Gleich. 14). 
für die Arbeit oder Wirkung W gegebene Grösse 
negativ genommen, bildet die negative mecha- 
nische Arbeit, welche von dem Elasticitätswider- 
stand der Stange bei jener Verlängerung ver- 
richtet wird. Setzt man für s die Spännung 
an der Elasticitätsgrenze, d. h. den Tragmodu- 
lus (siehe Tabelle Seite 32), so erhält man aus 
nebenstehender Gleichung die mechanische Ar- 
beit, welche erforderlich ist, um die Stange bis zur 
Elasticitätsgrenze zu verlängern. Diese Arbeits- 

E 

welcher von der Beschaffenheit des Materials 
abhängt, sowie proportional dem körperlichen 
Inhalt der Stange — übrigens aber unabhängig 
von der Form derselben, also z. B bei gleichem 
Inhalt für eine kurze dicke Stange ebensogfoss 
wie für eine lange dünne Stange. 

Da nach Tabelle S. 33: 

für Schmiedeeisen: 

8 = 1400 E = 15 — 2500000 
also im Mittel E = 2000000 
für Gusseisen: 

s = 750 E = 1000000 

für Kupfer, gehämmert: 

8 = 1400 E = 1310000 

für Holz: 

s = 270 E = durchschnittl. 1000 

ist, so ist die Grösse der mechanischen Arbeit, 
welche erforderlich ist, um eine Stange von 
1 Kubikcentimeter Inhalt bis zur Elasticitäts- 
grenze auszudehnen: 

für Schmiedeeisen: 

1 1400* 
¥ • möm = <^'*^ Centimeter-Kilogr. 

für Gusseisen: 

1 750* 
2 



Denkt man sich den Endpunkt B der 
Stange allmählich fortschreiteBd bis nach G 
gezogen nnd zwar unter Einwirkung einer 
. verlängernden Kraft K, welche nach dem 
obigen Gesetz von Null bis P wächst, so 
ist die mechanische Arbeit, welche von die- 
ser Kraft verrichtet wird, sobald ihr An- 
griffspunkt die unendlich kleine Strecke n 
zurücklegt, gleich dem Produkt Kn und 
demnach die ganze geleistete mechanische 
Arbeit während der Zeit, in welcher die 
Strecke X zurückgelegt wurde, offenbar 
gleich der Summe der einzelnen mechani- 
schen Arbeiten, welche nötig waren zur 
Erzeugung der unendlich vielen kleinen 
Verlängerungen n, aus denen A besteht, oder 
wie man es mathematisch unter Anwendung 
des Summationszeichens 2 ausdrückt: 

Da nun diese mechanische Arbeit dar- 
gestellt wird durch den Flächeninhalt des 
Dreiecks BGD, so hat dieselbe die Grösse: 



oder: 



W = ^BC.CD 



W = -2-XP 



oder wenn man hierein für X den in Antw. 
auf Frage 22 gegebenen Wert setzt, so er- 
gibt sich: 

W = -1. — .pp 
2 FE 

oder: 



W = 



2 FE 



.pi 



1000000 = '^'''' 



Diese Gleichung nimmt, wenn darin für 

FE 
P == — f— -A (siehe Antw. auf Frage 22) 

gesetzt wird, die Form an: 
w 1 FE 

Und wenn man für P = Fs (siehe Antw. 
auf Frage 26) einführt, so folgt: 



für Kupfer: 

1 14002 



2 1310000 
für Holz: 

1 270^ 
2 



= 0,748 



0,3645 



oder: 



^ = i-^-(^»y 



W = -2-4.FL 



r> 



100000 

Setzt man aber für s den Koeffizienten der 
Festigkeit ein, so ergeben sich diejenigen Werte 



oder, da Querschnitt mal Länge das Volu- 
men gibt, also für FL = V gesetzt werden 
kann, so ist: 



für 



8' 



E' 



welche in den vier letzten Kolumnen 14). 



1 «* 

W = — .V.— 
^ 2 E 
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A' C^ B- 
der nachfolgenden Tabelle unter -=-, ^=-, -^gr 

und -rpr für Zug, Druck, Biegung und Torsion 

für die verschiedenen Materialien pro Qcm 
Querschnitt verzeichnet sind. Dieselben sind 
nach der nebenstehend entwickelten Formel 14). 
aus dem Quadrat des betreffenden Festigkeits- 
koeffizienten, geteilt durch den zugehörigen 
Elasticit&tsmodulus, zusammengesetzt. Zu die- 
sem Zweck sind in den vier ersten Kolumnen 
die Festigkeitskoeffizienten angegeben, und zwar 
unter A für die absolute, unter G für die rück- 
wirkende, unter B für die relative und unter T 
für die Torsionsfestigkeit, w&hrend die fünfte 
Kolumne den Elasticitätsmodulus E enth&lt, der 
für die absolute, rückwirkende und relative 
Elasticit&t derselbe, dagegen für die Torsions- 
elasticit&t bedeutend kleiner ist, und für diese 
Elasticit&tsart nur ungef&hr Vs des entsprechen- 
den Koeffizienten für die übrigen Elasticitäts- 
arten betr&gt. Die 6. Kolumne enth&lt unter 
E^ diesen Elasticitätsmodulus für Torsion. 




Tabelle 

Ober die Koeffizienten der Festigiceit und Elasticität der Materialien, bezogen auf den 
Querschnitt von einem Quadratcentimeter und in Kilogramm ausgedrückt 




Eichenholz 

Eschenholz 

Taimaiholz 

Bachenholz 

Schmiedeeisen (dünn) 

(dickere Sabe) 



• » • 



• • • • \ 
GvsssUhlf ungehiitet 

GoSSStahl. g«]iftit. «uangttUss. 

StthL ordinäre QoiOiUt 



Kupfer, gdiimmert 
Knpfcr, gefossoi 



Zink .... 
Glas .... 
KalhM«r . . 
G et ccbt« Schafleder 
Wosses Rossleder 
Dännes Rossleder . 
Konlutft-Rossleder 



720 

1195 

854 

808 

4350 

3800 

7000 

1000 

1800 

8000 

10000 

8600 

2600 

2500 

1800 

1800 

888 

128 

lin> 

24x^ 

1Ä> 

110 

372 

114 
271 



! 480, 

I 595 

427 

401 : 

I 

12640 



7001 
900' 
600 
720 
7000 
4000 



280 
478 
240 
821 
7000 
4500 



120000 
112000 

looooo: 

98000 
2500000 
1500000 
1800000' 



48000 

44800 

40000 

37200 

1000000 

600000 

720000 



3000 8000 



55001 
7150 J 

— — 8000 

— 1000010000 

— - 8600 

— — 2800 

— — 2000 

— 2270 2100 

— — 658 

— — 458 



1000000 400000 

2000000' 800000 
8000000 1200000 
2000000 800000 
700000 280000 
1310000 — 

645000 256000 
320000 — 

540000 — 



4,3 

12,8 

7,3 

6,9 

7,6 

7,3 

27,2 

( 1,0 

» 1,7 
32 

88 

6,5 
9,7 

4.8 



2,0 4,1 

3,16 I 7,2 

1,8 I 3,6 

1,8 ; 5,6 

- 19,6 
4,65 1 10,7 

— 33 



2,6 — 
0;35 — 
0,03 — 



9000 
891 
881 
748 
476 
2^2 



6,8 
43 
32 
99 
K»0 
52 



1,6 
5,1 
1,44 

I 2,8 

'49 

33,7 

22,5 

80 
83 
16,2 
14,7 



8,0 21 



,^>$ ^ lOS -« — — 
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Frage 37. Was ergibt sich aas den vor- 
stehenden Zahlenwerten der Arbeits- oder Antwort. Aus den Zahlenwerten dieser 
Wirknngskoeffizienten? Koeffizienten ersieht man, dass sich die 

verschiedenen Materialien hinsichtlich der 

Erkl. 46. So betragt z. B. der Ausdehnungs- Wirkung zu einer bestimmten Ausdehnung 

koeffizient für Kuhleder 108, für Gussstahl nur ^nz anders verhalten, als hinsichtlich der 

33, für Schmiedeeisen nur 7 3 für Eichenhok l^^^^^^^^ Festigkeit oder ihres Kohäsions- 

nur 4,3 und für Gusseisen sogar nur 1 bis 1,7, ., . , ° , „ . i\ 

so da^s in dieser Beziehung das Kuhleder alle Widerstandes gegen das Zerreissen-O 

übrigen Materialien, selbst den besten Stahl, bei 

weitem übertrifft. Auch ist es eine bekannte i). Siehe Erki. 46. 
Sache, dass Schmiedeeisen und sogar Holz bei 
gleichem Volumen eine grössere Festigkeit ge- 
gen Stösse und Massenwirkung gewähren als 
Gosseisen, was sich einfach dadurch erklärt, 
dass für die beiden zuerst genannten Materia- 
lien der erwähnte Arbeitskoeffizient grösser ist 
als für das letzte. 



Frage 38. Wenn an dem unteren Ende 
einer senkrecht aufgehängten prismatischen .. xt^.. /^ -i^xt* i 
Stange ein Körper vom Gewicht Q befestigt Antwort. Dasjenige Gewicht P, wel- 
wird, welcher anfangs unterstützt, dann ches im Ruhezustand an einer Stange 
plötzlich losgelassen und der Wirkung der ^^ngt, bringt dieselbe Spannung und 
Schwere überlassen wird, so ist die durch Verlängerung in der Stange hervor, 
das faUende Gewicht erzeugte Verlängerung ^/^ ein halb so schweres an der 
offenbar eine andere, als diejenige Verlan- p*^°8®, befestigtes und anfangs un- 
gerung, welche durch dasselbe Gewicht im ^^.H^^^^^^f i^^^^ix \^' welches man 
Ruhezustand hervorgerufen wird. Welcher Plotzlich fallen lässt. 
Satz gilt hierüber und aus welcher Betrach- Beweis. Wenn mit X die Strecke be- 
tung ergibt sich die Richtigkeit dieses Satzes? zeichnet wird, nach deren Zurücklegung 

die Geschwindigkeit des fallenden Gewichts 
NuU wird, so ist QX (Kraft mal Weg) die 
mechanische Arbeit, welche hierbei von dem 

Erkl. 47. Denken wir uns irgend einen Kör- Gewicht Q verrichtet wird, und nach Antw. 
per in Bewegung, so müssen wir notwendig ^^f vorige Fraee- 
amiehmen, dass derselbe die Geschwindigkeit ^ ^ * -, 
seiner Bewegung erlangt hat durch einen Ver- — W = — ~n^^ 
brauch von mechanischer Arbeit. Aendert sich ^ 
dann die Geschwindigkeit des bewegten Körpers, die negative mechanische Arbeit, welche 
80 kann dies nur geschehen durch einen dieser von dem Elasticitätswiderstand der Stange 
Aenderung entsprechenden Aufwand oder Ver- verrichtet wird. Die hervorgebrachte Span- 
brauch von Arbeit der vorhandenen Kräfte oder j^^^g ^^ Verlängerung kann man nun 

1). die lebendige Kraft einer bewegten Masse (vorausgesetzt, dass die Masse der Stange 

r ^^ Arbeit derjenigen Kraft, welche verschwindend klein ist) bestimmen, indem 

der Masse die Bewegung erteilte, ^^^ ^^^^ . p^^^^p ^^^ lebendigen 

2). die lebendige Kraft emer Masse = der ^j^^n ^j^ algebraische Summe der beiden 

wfnf ;iJlwhf?'?hr^%^^^^^ Z°; mechanischen Arbeiten gleich der hervor- 

wenn sie hier bei inre Bewegung ganz , ,^ ., .. t?!?. ji. ^ > x. 
verliert ö o o gebrachten lebendigen Kraft, d. h. gleich 

Damit ist das charakterisiert, was man das ^^^ «etzt, aus der Gleichung: 
Prinzip der Aequivalenz zwischen Arbeit und = QX — W 

lebendiger Kraft nennt und welches ausführ- „^i^i,^ «««i. !?:„««♦„.,«« ^^« rvi.«« ^^^^n^Aa 

lieber behandelt ist in demjenigen Lebrbuch welche nach Einsetzung des oben gefunde- 

dieser Encyklopädie . welches die allgemeinen »en Wertes für W die Form annimmt: 

Eigenschaften der Körper behandelt. « q. l_p. , P = 20 



1) Siehe Erkl. 47. 
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Frage 30. Wie lässt sich die an einer 
Stange hervorgebrachte Verlangerang X be- 
rechnen, wenn das Gewicht Q mit der durch 
den freien Fall erlangten Geschwindigkeit v 
gegen den Endpunkt der Stange stösst? 

Figar 34. 



Vy 



yy'ryx^y^^^y^^^y^^^. 




1 



L..J 






S^ 






! 

j j 



Antwort. Wenn das Gewicht Q, anstatt 
mit der Geschwindigkeit Nnll (siehe oben) 
mit der durch den frei en F all erlangten 
Geschwindigkeit v = Y2gh *) gegen den 
Endpunkt der Stange stösst (siehe Fig. 34), 
so ist, wiederum unter Voraussetzung einer 
verschwindend kleinen Masse der Stange, 
zu setzen: 

= Q(A + Ä)-W 
Wenn man hierein ftlr W den in Antw. 

1 FE 

auf Frage 21 gefundenen Wert: -ö---t->^' 
einsetzt, so erhält man die Gleichung: 



1 FE 



■ -r ' •■ . J- -' 



firkl. 4S. Wie in meinem Lehrb. der Dynamik 
auBführlich erörtert wird, ist der freie ball der 
Körper eine gleichförmig beschleunigte Bewe- 
gung , und zwar erhält ein frei fallender Kör- 
per in jeder Sekunde eine Geschwindigkeit von 
9,81 Meter, welche Grösse man ganz allgemein 
mit g bezeichnet und die Beschleunigung der 
Schwere nennt. Die (»eschwindigkeit, mit wel- 
cher ein aus einer beistimmten Höhe k frei 
herabfallender Köi*per auf der Erde anlangt, 
nennt man seine End^eschwindifkeit und be- 
zeichnet sie mit r, und da sich die Geschwin- 
digkeiten wie die Quadratwurzeln ans den Fall- 
r&umen oder Höhen verhalten, so ist 

r — V2gh 

d. h. wenn z. B ein Körper aus 100 m Höhe 
frei herabfallt, -so erlangt er eine Geschwin- 
digkeit von 

V =r. \A2.^,81.100 

oder : 

oder : 



Qa+/o = 



aus welcher die hervorgebrachte Verlänge- 
rung A« und damit zugleich die entspre- 
chende Spannung berechnet werden kann. 
Wenn X sehr klein ist im Verhältnis zu h, 
oder auch, wenn das Gewicht Q in hori- 
zontaler Richtung mit der Geschwindigkeit 
V l&ngs einer horizontalen Stange sich be- 
wegend gegen den Endpunkt der Stange 
stösst, 80 ist zu setzen: 



oder: 



Q^ = i-^A» 



<J* = i^-^ 



worin wiederum ä = o- ^^ der Gieschwin- 
dig^eit r entsprechende Faühölie bezeichnet. 



>) Siehe Bzkl. 4S. 



r = 10V^2.9,S1 
r 44,8 m ^ 
aus r r^ V'^gh folgt für h = l 



^9 



Frage 40. Welchen Eiofinss kann unter 
Umstünden die Verminderung der Mate- Antwort. Die Widerstandsföbigkeit eines 
rialmenge eines Körpers auf die Wider- Köipers gegen mechanische Arbeit oder ge- 
stands^higkeit desselben haben ? gen lebendige Kraft bewegter Massen kami 

durch Verminderung der Materialmenge 
unter Umständen vergrössert werden, 

Benken wir uns z. B. die auf Zug in 
Anspruch genommene Stange hStte irgend- 
wo eine schwache Stelle, an iralcher die 
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Widerstandsfähigkeit gegen Zerreissen nur 
den 2^^, 3*«° oder n^"" Teil beträgt von 
der Grösse s, welche dieselbe an allen übri- 
gen Stellen besitzt, wie z. B. wenn darch 
, Einschneiden oder Einsägen der Querschnitt 

an dieser Stelle auf den 2*«°, 3*«° oder w*«» 
Teil vermindert wäre, so würde in die For- 
mel 14). an Stelle des s im allgemeinen — 

zu setzen sein, und man erhält demnach in 
diesem Fall zur Ueberwindung des Elasti- 
citätswiderstandes die mechanische Arbeit: 

^ ~ 2w2E 
oder: 

Wenn man ein anderes Mal von der Stange 

soviel Material wegnimmt, dass alle Stellen 

der Querschnitte auf den 2*«^, 3*«"^ und w*««^ 

Teil zurückgeführt werden, wenn man also 

y 
für V nur allgemein — in Formel 14). ein- 

setzt, so erhält man für die betreffende 
mechanische Arbeit den Wert: 

^2 ^■2^'E' 
oder: 

Wj =-— 

Dieser Wert ist aber nmal so gross als 
der oben für W^ ermittelte Wert oder 

Wj = «.Wi 
also ist durch Verminderung der Material- 
menge die Widerstandsfähigkeit gesteigert. 



e). Geloste Aufgaben. 

Änfgabe 1. Wie gross ist a). der Elasti- 

citätsmodulus , b). der Dehnungsquotient Auflösung. Nach Antw. auf Frage 23 ist : 

eines Eisendrahtes von 2m Länge und 1mm _^ PL 

Durchmesser, welcher durch ein Gewicht "" FE 

von 8,5 kg um 1 mm verlängert wird? und somit der gesuchte Elasticitätsmodulus 

PL 

Hilisrechnnngen: E = -^ — 

^^' '6smTu= ^ ^^'^^^^ ^ ^^^^^ S^^^«^ ^^^ ^^ ^'^'^ Gleichung die gege^ 

6800000 ; 314 = 21656 '^'^^^ ^^^^^ '^^^ ^'^ o 14 , 

628 F = ^J^ 

-520" 2). 100000 : 21656 = 0,000046177 ^ ,, . ^ 

QU 86624 SO erhalten wir: 

4^ iQorfiA ^ 8,5.2000.4 

2060 133760 E = * - ^ ■ 



1884 



129936 3,14 

— öööZö ^^®^ '^^^^ nebenstehender Hilfsrechnung: 



1760 

1570 21656 E = 21656 kgr pro n^m Querschnitt 

-TöÖÖ 165840 oder: , 

1884 151592 e = ^^ oder a = 0,00004618 

^^ 142480 (siehe die nebenstehende Hilfsrechn. 2) 
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Aufgabe 2. Um wieviel streckt sich ein 
Kupferdraht von 10 m Länge und 2 mm 
Durchmeiier, welcher mit einer Kraft von 
24 kg gespannt wird ? 

Hilltreobnnng. 

12449 . 8,14 

49706 
12449 
87847 

39089,86 I 24000000 = 6,14 
23458916_ 

546Ö840 
3908986 _ 

15518540 
15635944 



Aullösang. Nach Antw. auf Frage 23 ist : 

^ FE 

Setzen wir in diese Gleichung die gegebe- 
nen Werte in Millimeter und Kilogramm, so- 
wie den in Erkl. 43 gegebenen Elasticitäts- 
modulus für gezogenes Kupfer E = 12449, 
und berechnen wir die Querschnittsfläche 

2.2. 3,14 



F = 
so ergibt sich: 



= 3,14 qmm 



A = 



24 . 10000 



12449 . 3,14 
oder nach nehenstehender Hilfsrechnung: 

l = 6,14 
d.h. der Draht verlängert sich um 6,14mm. 



Autgmbe 3. Welchen Durchmesser muss 
ein cyUndriscber Stab aus Gussstahl erhal- 
teii> wenn derselbe bei 15000 kg Belastung 
nur um ^'^%^ seiner ursprOngticben Länge 
amsgedebnl werden soll? 



IV . 



HSÜBMolumig«!!. 

. 1^\X> • *.KIO — 45000000 
45000000 : 1^561 ~ 3S00 

jj?:o 



Anilösimg. Aus der in Antw. auf Frage 
23 gegebenen Formel erhalten wir fOr die 
gesuchte Querschnittsfläche 

PL 



F = 



Ei 



Setien wir in diese Gleichung die gege- 
benen Zablenwerte, sowie ans ErkL 42 für 
£ = 1956L so erhalten wir: 

_ 1500 0.3000 
~ It^ööl.l 

vHWr ttjüch uebenstifheiider HDfsrechn. 1) : 

F - * :^H) qmm odet 23 qcm 

r;j( mui d«Nr Inkadl euier Krdsfliche 

4 

$«> erv:tb( ^^ hi^nos für 



3u::a:ii 



Ov4v^^;>i»^.J \ 






4F 

3^14 



H 

a 






^^ter atjbs^^ ^t^fvNNtä^^a^miJBiir Klfsrcchm. 2). ist: 

^i. V i^ l>trv"baii»»$siir *ji5 Stabes 
$<^ Ä*:>:$^ X4:iScÄ 
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Aufgabe 4. Welche ELraft ist nötig, um 
a). einen Bleidraht, b). einen Silberdraht 
von 1,59 m Länge und 4,5 mm Durchmesser 
um 2 mm länger zu ziehen? 



n 



Hüfsrechnongen : 

. 0,3.0,9 . 1,57.601 



= 0,27 



157 
942 



0,27 . 943,57 

660499 
188714 

20 : 254,7639 = 12,738 



2). 



2.4,5.4,5.3,14.7357 
4 . 4500 



3). . 



= 0,9.1,57.73 57 
= 1,413.7357 

22071 

7357 
29428 
7357 

200 : 10395,441 
= 2 : 103,954 = 51,977 



12,738 . 7357 _ 4,246 . 7357 
1803 ~ 601 



4,246 . 7357 

44142 
29428 
14714 

20428 

601 1 31237,822 = 51,977 
3005 

1187 
601 



5868 
5409 



4592 

4207 



Anilösiing. Reduzieren wir die in Antw. 
auf Frage 23 gegebene Formel auf die ge- 
suchte Grösse P, so ergibt sich: 

__ k.FE 
L 

a). Setzen wir in diese Gleichung die ge- 
gebenen Zahlenwerte und aus Erkl. 13 für 
E = 1803, so ergibt sich: 

4,5 . 4,5 . 3,14 



2. 



•1803 



P = 



4500 



oder wemi man die in Zähler und Nenner ent- 
haltenen gemeinschaftlichen Faktoren gegen- 
einander hebt: 

0,3 . 0,9 . 1,57 . 601 



P = 



oder: 



20 



P = 12,738 

d. h. der Bleidraht erfordert eine Kraft 
von 12,738 kg. 

b). Setzen wir aber in die obige Glei- 
chung aus Erkl. 13 für E = 7357, so er- 
gibt sich: 

4,5.4,5.3,14 



2. 



7357 



P = 



4500 



oder nach nebenstehender Hilfsrechn. 2). : 

P = 51,977 

d. h. der Silberdraht erfordert eine Kraft 
von 51,977 kg. 

NB. Dasselbe Besultat würde sich ergeben 
haben, wenn man anstatt der direkten Berech- 
nung aus den gegebenen Grössen, das erste Be- 
sultat zu Hilfe genommen hätte; da die Kräfte 
Pi und P2 in demselben Verhältnis stehen wie 
die Elasticitätsmodiüi der beiden Körper, so 
muss 

12,738 : P2 = 1803 : 7357 
oder: 

12,738 . 7357 _ 

^* - 1803 - ^^'^^^ 

ggjn. (siehe Hilfsrechn. 3) 



Aufgabe 5. Wie lang ist ein Eisendraht 
von 5,3 mm Brahtdicke, wenn derselbe durch 
eine Kraft von 75 kg eine Verlängerung von 
3,76 mm erfährt? 



Anilösang. Die Gleichung in Antw. auf 
Frage 23 auf die Unbekannte reduziert, gibt: 

T X.FE 

Setzen wir dafür die entsprechenden Zah- 
lenwerte und aus Erkl. 13 fttr E = 20869 
ein, so ergibt sich: 
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HUIsrechnung. 

3,76 . 5,3 . 5,3 . 3,14 . 20869 



3,76- 



5,3.5,3.3,14 



. 20869 



L = 



4.75 
= 3,76.5,3 . 5,3.3,14 



75 



20869 



1128 

1880 



942 
1570 



(19,928 . 16,642 . 20869) : 300 

== log 19,928 -4- log 16,642+log 20869 — log300 

log 19,928 = 1,2994637 
+ log 16,642 = 1,2212055 
+ log 20869 = 4,3195016 

6,8401708 
— log 300 = —2,4771213 

log L = 4,3630495 
mithin : 

num-log L = 23070 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnang: 

L = 23070 

d. h. die Länge des Eisendrahts beträgt 
23070 mm oder 23,07 m. 



= 13500000 
= 18600 



Aulgabe 6. Wenn Mr den preuss. Qaa- 
dratzoll Querschnitt in Neapfanden ftir Mes- 
singdraht 

der Elasticitätsmodulus E 
„ Tragmodulus T 

„ Festigkeitsmodolus K = 68000 
„ SicherheitsmoduluB S = 11000 

beträgt, wie gross sind dann diese vier Mo- 
dali, berechnet auf den Qaadratcentimeter 
Querschnitt and das Kilogramm, wenn der 
preass. Fuss ä 12 Zoll = 313,85 mm and 
das Kilogramm = 2 Neapfand hat? 

Hillsrechnongen. 

1350000000 : 13,52 = 998521 
12168 



13320 
12168 

11520 
10816 



1860000:13,52 = 1376 
1352 

5080 
4056 



7040 
6760 

2800 
2704 

960 



10240 
9464 



7760 

6800000:13,52 = 5030 
6760 

4000 



AnflÖBung. Wenn 12 Zoll = 313,85 mm 
oder 31,38 cm betragen, so beträgt 1 Zoll 

31 38 
= ^2 ~ ~ ^'^ ^^' ^°^ somit enthält 1 

D ZoU = 2,6 . 2,6 = 6,76 D cm, somit ist 
1 Quadratzoll an Fläche 6,76 mal so gross 
als 1 Qaadratcentimeter and somit auch die 
auf den Qaadratzoll bezogenen Modali 6,76 
mal so gross als die aaf den Qaadratcenti- 
meter bezogenen. In Neupfond berechnet 
ist aber jeder Modalas doppelt so gross 
als in Kilogrammen berechnet, and somit 
haben wir die nebenstehenden Zahlengrössen 
durch 2.6,76 = 13,52 zu dividieren, am 
die ModuU in Bezug auf Qaadratcentimeter 
und Kilogramm zu erhalten. Hieraus ergibt 
sich nach den nebenstehenden Hilfsrechnun- 
gen fttr 

E = 998521 pro qcm oder 9985 pro qmm 

T = 1376 , , „ 13,76 ;, „ 

K = 5030 „ „ „ 50,3 , 

S = 814 . . . 8,14 , 



tj 



» 



1100000:13,52 = 814 
10816 

1840 
1352 



4880 



Aufgabe 7. Wie gross sind die Moduli 
E, T, K und S (siehe vorige Aufgabe) in 
Wiener Pfund pro Wiener Quadratzoll, wenn 
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dieselben pro Quadratcentimeter nnd Kilo- 
gramm die oben berechneten Werte haben 
und wenn 1 Wiener Fuss = 316 mm nnd 
1 Wiener Pfund = 560 g enthält? 

Hilisreohnung. 

31,6 31,6 



oder: 



oder : 



0,56 a; = 
0,56 a; = 



X = 



12 ■ 


12 


7,9 


7,9 


3 • 


3 


7,9 


.7,9 



7,9 . 7,9 

711 
553 



3.3. 0,56 
3.3. 0,56 = 9 . 0,55 = 5,04 



5,04162,41 = 12,38 
504 

1201 
1008 



1930 
1512 



4180 
4032 



AollÖBiing. Die Aufgabe löst sich am 
leichtesten auf dem umgekehrten Weg, den 
wir bei Lösung der vorigen Aufgabe ein- 
schlugen, oder auf dem Weg der Ketten- 
rechnung, wie folgt: 

Wieviel Wiener Pfund kommen auf 1 Qua- 
dratzoll, wenn 



und 



1 n Zoll 

1 qcm 
0,56 kg 



316 316 
12 ' 12 
E kg 

1 Pfund 



qcm 



Die Multiplikation dieser 31g ^-^q 

Gleichungen gibt: 0,56a; = ' * ' 



und somit ist: 



12.12 

X = 12,38 (siehe Hilfsrechn.) 

d. h. es sind die pro Quadratcentimeter und 
Kilogramm für E, T, K und S gegebenen 
Werte mit 12,38 zu multiplizieren, um die 
pro Quadratzoll und Wiener Pfund giltigen 
Werte zu ermitteln. 



Aufgabe 8. Ein Stab von Tannenholz 
bat einen Querschnitt von 1,5 qcm und wird 

durch ein Gewicht von 1200 kg gerade zer- Aullösung. Bewirkt bei 1,5 qcm Quer- 
rissen ; wie gross ergibt sich daraus der schnitt eine Belastung von 1200 kg das Zer- 
Festigkeitsmodulus K des Tannenholzes ? reissen, so genügt nach Antw. auf Frage 23 

für 1 qcm Querschnitt bereits 

und für 1 qmm Querschnitt 

-j^ = 8 kg Belastung. 

Es ist somit der Festigkeitsmodulus des 
Tannenholzes = 800 (pro Quad.-Centimeter) 
oder 8 (pro Quad.-Millimeter). 



Aufgabe 9. Welches Gewicht P ist zum 
Zerreissen eines Messingdrahts von 1,25 mm 
Durchmesser erforderlich, und welches kann 
er mit Sicherheit tragen? 



1). . . . 



Hilfsreclmnngen . 

1,25.1,25.3,14 

625 
1500 



1,5625 . 3,14 

62500 
15625 

46875 



4 I 4,906250 = 1,2265 



Auflösung. Nach Antwort auf Frage 23 

ist P r=: F5; die Querschnittsfläche ist in 

diesem Fall: 

1,25 . 1,25 . 3,14 

* = 1— 

oder : 

F = 1,2265 qmm (siehe HUfsrechn. 1) 

Nach Erkl. 28 ist die absolute Festigkeit 
des ungeglühten Messingdrahts pro Quadrat- 
Millimeter s = 59,5, folglich ist die zum 
Zerreissen nötige Kraft 

P = 1,2265 . 59,5 
oder: 
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2) 1,2265 . 59,5 

61325 
100385 
61325 



71,97675 : 6 
1 



= 11,99 



P = 71,97675 kg (siehe Hüf erechn. 2) 

Nimmt man, wie gewöhnlich, sechsfache 
Sich erheit, so ist das Gewicht, welches der 
gegebene Messingdraht tragen kann: 

71,97675 



11 

57 



oder: 



P = 



P = ca. 12 kg (fliehe Hilf arechn. 2) 



Aufgabe 10. Wie stark mass eine 
schmiedeeiserne Tragstange von quadrati- 
schem Querschnitt sein, wenn sie eine Last 
von 40 Zentner mit Sicherheit tragen soll? 



Hilfsrechnungen. 



1). . . 



V2,2222 
J 

2TT22" 
96 



= 1,49 



28 I 2622 
2601 



2). . . 



V3|00 = 17,32 
_1 

2 1 200 
189 



3411100 
1029 



346 I 7100 



Auflösung. Nach Antw. auf Frage 27 ist: 

.=VT 

Der Sicherheitskoeffizient S ist nach der 
auf S. 23 gegebenen Tabelle für Schmiede- 
eisen bei ruhender Belastung pro Qaadrat- 
centimeter = 900, und 40 Zentner sind = 
2000 kg ; setzen wir diese Werte in die 
obige Gleichung, so ergibt sich: 



oder: 



„ = V: 



2000 
900 



a = V2,2222.... 
oder nach nebenstehender Hilfsrechn. 1).: 

a = 1,49 

das heisst der quadratische Querschnitt der 
schmiedeeisernen Tragstange muss 1,49 cm 
oder 14,9 mm Kante bekommen. 

Nehmen wir aber den in Erkl. 28 für 
mittleres Schmiedeeisen gegebenen Wert 
von 40 kg pro Quadratmillimeter und sechs- 
fache Sicherheit, so ist in diesem Fall: 



40 
S = -^ oder S = 6^/3 



und somit: 



oder: 



a 



-V 



2000 . 3 
20 



a 



== V3OO 

oder nach nebenstehender Hilfsrechn. 2). : 

a = 17,32 

d. h. es ergibt sich alsdann für den qua- 
dratischen Querschnitt der schmiedeeisernen 
Stange eine Kantenlänge von 17,32 mm oder 
1,782 cm. 



Aulgabe 11. Welchen Durchmesser hat 
man dem Kreisquerschnitt eines schmiede- 
eisernen cylindrischen Stabes zu, geben, wenn 
derselbe 
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a). 10000 kg sicher tragen soll, 

b). darch 10000 kg bis zar Elasticitäts- 

greDze aasgedehnt werden soll, 
c). durch 10000 kg zerreissen soll? 



1) 



... V 



Hil&reclinimgen. 

_g = l (log 400 -log 28,26) 

log 400 = 2,6020600 
— log 28,26 =—1,4511722 



1,1508878 
1 



log d = 0,5754439 
mithin: 
num-log d oder d = 3,7586 



2)... V-|^ = |o^«^ö^^-i^^^»i^) 

log 6000 = 3,7781513 
— log 3,14 = —0,4969296 



3,2812217 
1 

^ - — 

2 



log d = 1,6406108 
mithin: 

num log d oder d = 43,713 



3). 



log 100 = 2,0000000 
— log 10,99 = —1,0409977 



0,9590023 
1 



, \ogd = 0,4795011 

mithin: 
num- log d oder d = 3,0165 

4). • . y 314 4Q - V 3,14 ~ 

-^ (log 1000 -log 3,14) 

log 1000 = 3,0000000 
— log 3,14 = -0,4969296 



2,5030704 
i 



2 



logd = 1,2515352 
mithin: 

nnm-log d oder d = 17,846 



=vi 



-Vi? 



Anllösnng. a). Nach Antw. auf Frage 27 
ist der Durchmesser 

TT S 

Nehmen wir nun wie in der vorigen Auf- 
gabe den Sicherheitsmodulus für Schmiede- 
eisen pro Quadratcentimeter = 900 an, so 
ist: 

,0000 

900 

oder : 

10^ 

9 

oder nach nebenstehender Hilfsrechn. 1).: 

d = 3,75 cm oder 37,5 mm 

Nehmen wir aber nach Erkl. 28 denFestig- 
keitsmodulus pro Quadratmillimeter = 40 kg 
und sechsfache Sicherheit, dann haben wir 

in die obige Formel an Stelle des S = ^ 

= 6Vs zu setzen und erhalten dann: 

V 4 . 10000 . 3 
3,14.20 



oder: 



500.4.3 



3,14 



oder nach nebenstehender Hilfsrechn. 2).: 

d = 43,7 mm oder 4,37 cm 

b). Nach Tabelle auf Seite 23 ist der 
Tragmodulus für Schmiedeeisen T = 1400 
pro Quadratcentimeter. Setzen wir diesen 
Wert an Stelle des S in die obige Formel, 
so ergibt sich: 



4P 

71 T 



oder: 



oder: 



oder: 



V 40( 
3,14. 



40000 



1400 



d 



d 



■~ V 3,14.14 
1,57 . 7" 



oder nach nebenstehender Hilfsrchn. 3). : 
d = 3,016 cm oder 30,16 mm 

c). Nehmen wir nach Erkl. 35 den Festig- 
keitsmodulus für Schmiedeeisen (Stangen- 
eisen) = 40 pro Quadratmillimeter und 
setzen wir diesen Wert in die obige For- 
mel, so ergibt sich: 
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oder: 



\ f 4000 
d = 17,8 mm oder 1,78 cm. 



4000^ 
40 



Darnach würde also ein Randeisenstab 
von 17,8 mm Durchmesser bei einer Zug- 
belastung von 10000 kg oder 200 Zentner 
gerade zerreissen; ein solcher von 30,16 mm 
Stärke wüMe die genannte Belastung zwar 
tragen, sich dabei aber sehr stark und blei- 
bend ausdehnen, während man demselben 
einen Durchmesser von 37,5 bis 43,7 mm 
geben müsste, wenn er eine ruhige, stoss- 
freie Zugbelastung von 10000 kg mit Sicher- 
heit tragen soll. 



Aufgabe 12. Wenn eine Hängesäule aus 
Tannenholz bei lOf acher Sicherheit 13440 kg 
tragen soll und der Querschnitt derselben 
ein Rechteck bilden soll, dessen anstossende 
Kanten sich zu einander verhalten wie 2 : 3, 
wie lang und wie breit muss dann der Quer- 
schnitt genommen werden? (s. Aufgabe 8.) 



Hilfsrechnnng. 

/lT2" = 10,58 
\ 

20 I 1200 
1025 



210117500 



Auflösung. Nach Auflösung der Aufg. 8 
ist der Festigkeitsmodulus des Tannenholzes 
= 800, also bei lOfacher Sicherheit der 
Sicherheitskoeffizient S = 80, übereinstim- 
mend mit der Tabelle Seite 23, und somit 
ist, nach Erkl. 43 die Querschnittsfläche 

13440 

F = 

'80 

oder: 

F = 168 

Nennen wir die beiden Seiten der recht- 
eckigen Querschnittsfläche a und &, so ist: 

a\o = 1 : -p- 

3 
und da a . & = F oder a • -^a = F, so er- 
gibt sich für 

oder: 
oder : 

und 
oder: 



a = V- 



168.2 



a = 10,58 cm (siehe mifareclm.) 



b = Y . 10,58 



h = 15,87 cm 



Aufgabe 13. Ein Dachstuhl übt an sei- 
nem Fussende einen Horizontalschub von 
10000 kg aus, der durch eine horizontale 
schmiedeeiserne cylindrische Querstange (s. 
Fig. 26) aufgenommen wird. Wie gross ist 
der Durchmesser der letzteren, und welche 
Ausdehnung erleidet dieselbe bei einer Länge 
von 10 m, wenn die zulässige Spannung pro 
Quadratcentimeter zu 600 kg angenommen oder die entsprechenden Werte und S statt 
wird? s eingesetzt: 



Auflösung. Nach Antw. auf Frage 27 ist: 



d 



4P 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M, 1881. 

Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
verzeichnis der „Yollständig gelösten Aufgabensammlung Yon 
Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchliandlung, sowie von der 
Verlagskandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist anfgeschnitten und gut brochiert am den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft 

5). Die Xteihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aUB dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
ftlr die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich tlberhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regehi etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in ypllständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch fiir Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
2um Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art, 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Draok toh Oarl Hammer in Stnttgttrt. 



t 






I 404. Heft: 



I 






I 



\ 



Elasticitäts- und Festigkeits- 
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Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene n. des Raumes etc.); — 
aas allen Zweigen der Physik, Meehanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nantik, 
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Brioken- u. Hochban's; der Konstmktionslehren als: darsteU. Geometrie, Polar- u. 
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Preisgekrönt in FrankJiirt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meehanik, math« Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen«, Elsenbahn-, 
Brflcken- und Hochbaues, des konstrüktiyen Zeiclinens etc. etc. und zwar in Tollständig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstitodigen Kapi- 
teln angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTerzeich- 
nis, Beriehtigungen und erläuternde Erklärungen ttber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealschnlen I. und U. Ord., gleieh^ 
berechtigten höheren Bttrgerschnlen, Priyatschulen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Uulyersitäten , Land« und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. fttr das Eii^ährig-Frei- 
wiUige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Sehäler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Berufs* 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Bachhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Bedaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung. 



Gelöste Aafg&ben. 



Hilf sre ohnnn gen : 

'■ V' 8,14.600 "* V 1,67.3 ~ V 4,71 ^ 
-|-(log 100 — log 4,71) 



d — A/ 4.10000 
~ t' 3,14.600 
oder : 

d = 4,6 cm 
Die TerltLDgernng, welche die Stange 
fährt, ist nach Antw. auf Frage 22: 

* - F 'E 
oder da nach Antw. auf Frage 26 fDr 



Nach Erkl. 15 ist E pro QQadratmillimeter 
= ca. 20800, also pro Quadratcentimeter 
= 2080000, und somit: 

oder: 

1 = 



log 100 = 2,0000000 
-log 4,71 = 0,6730209 



log d = 0,6634895 
niuin: 
niunlog d oder d = 4,6077 

21 600 . 10 m _ 3m 

1040 



Aufgab« 14. Der Durchmesser d des 
Kondeisens zur Erzengnog einer Kette, 

irekhe einer Spannung =: P widersteht, Anflösang. Da die Zerstörung In zwei 

soll ermittelt werden, wenn der SicherheitE- gegenüberliegenden Qaerschnitten zagleich 

koeffizient S = 700 kg pro Qnadratcenti- erfolgen wird, so ist, da ein Querschnitt 

meter beträgt h). Welche Kettendicke er- d'n 

gibt sich bei einer Belastung von 8000 kg? ^ — ~i^ 

muwechnunaen: beträgt and nach Erkl. 38 P = FS in 

" diesem Fall: 



*9 d'' und somit d ; 



-Vi 



2. d'. 3,14. 700 
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Figur 86. 



2). . . 



V 



Hüfsrecbniingen. 

= i- (log 1- log 1099) 



1 
1099 



logl = 4,0000000—4 
— log 1099 = 3,0409977 



log 






0,9590023-4 
1 

• — 

2 



0,4795011—2 



mithin 



V 



1 
1099 



= 0,030165 



^) Vw = l0^g 1-1^^1^70) 



1570 

logl = 4,0000000—4 
log 1570 = 3,1958997 



log 



V 1570 



0,8041008—4 
1 

• 

2 



0,4020501—1 



mithin; 



V 



1570 



= 0,025238 



4). 



. VsOjOO = 89,44 
64 

• 1611600 
1521_ 

178 17900 
7136 



1788 I 76400 
71536 



nnd hieraas ergibt sich für 



(siehe Hilfsrechn.l) 



oder: 



1570 



1099 

d = 0,080 yP^ (siehe Hilf srechn. 2) 

Bei Ketten, deren einzelne Glieder durch 
Querstege verstärkt sind, darf man S = 
1000 kg annehmen, nnd es ist deshalb für 
diese Stegketten 

P = d2.157.10 
oder : 

oder: 

d = 0,025 y¥^ (siehe HUfsrechn.S) 

b). Beträgt die Belastung P = 8000 kg, 
so ist im ersten Fall die Eettendicke 

d = 0,03^8000" 

d = 0,03 . 89,44 (siehe Hilfsrechn 4) 

d = 2,6832 cm 
für den zweiten Fall ist 

d = 0,025 . 89,44 

d = 2,236 cm. 



oder : 
oder: 



oder: 



Aufgabe 15. Welchen Querschnitt muss 
eine 3,15 m lange Hängesäule aus Fichten- 
holz erhalten, welche auf die Dauer 10000 kg 
Last mit Sicherheit tragen soll: 
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a). aas dem Tragmodalos, 

b). ans dem Sicherheitsmodulas berechnet; 

c). wie breit ist in beiden Fällen der qua- 
dratische Querschnitt; 

d). ist das Gewicht der Säule Yon merk- 
lichem Einfluss, wenn das spez. Gew. 
des Fichtenholzes = 0,47 beträgt ? 



Auflöanng. a). Nach Tabelle Seite 32 
ist der Tragmodulus T = 270 und somit 
die Querschnittsfiäche 

10000 



F = 





Hülsrechnongen. 

^ 


1). . 


. . 1000 : 27 = 37,04 
81 




190 
189 




100 


2). - 


. . V37,04 - 6,086 
36 




120 10400 
9664 




1216 73600 


3). . 


. . Vl25 = 11,18 

2 25 
21 




22 400 
221 




•222 17900 
17824 



oder: 



270 



F = 37,04 qcm (siehe Hüfsrechn.l) 

b). Nach derselben Tabelle ist der Sicher- 
heitsmodulus S = 80 und somit die Quer- 
schnittsfläche 

''"^ oder 125 qcm 



F = 



80 



c). Es ist demnach im ersten Fall die 
Breite des Querschnitts 

a = V37,04 
oder: 

a = 6,086 cm (siehe Hilfsrechn. 10 

ftlr den zweiten Fall ist 



oder: 



a = Vl25 



4). . . . 315 cm . 1 = 315 Kubikcentimeter. 

Da jeder* Kubikcentimeter Wasser 1 Gramm 
wiegt, so wiegt jeder Kubikcentimeter Fichten- 
holz 0,47 g und somit wiegen 315 ccm 

315 . 0,47 

2205 
1260 



148,05 g oder 0,148 kg 



a = 11,18 cm (siehe Hilfsrechn. 3) 

d). Wird das Eigengewicht der Säule be- 
rücksichtigt, so ist nach Antw. auf Frage 34 
die Querschnittsfläche 

F = — L_ 

8 — ly 

oder die entsprechenden Zahlenwerte und 
für s zunächst den Tragmodulus eingesetzt: 

jj, ^ 10000 
■" 270 — 0,148 

denn ly = 0,148, da auf jeden Quadrat- 
centimeter Querschnittsfläche bei 3,15 m 
Länge und 0,47 spez. Gewicht = 0,148 kg 
Eigengewicht kommen (siehe Hilfsrechn. 4). 

Setzen wir aber in die obige Formel den 
Sicherheitsmodulus ein, so ist: 

_ 10000 
* — 80 — 0,148 

Das Gewicht der Säule ist also von un- 
merklichem Einfluss. 



Aufgabe 16. a). Welchen Durchmesser 
muss eine 20 m lange Schachtpumpenstange 
haben, wenn dieselbe ausser ihrem eigenen 
Gewicht noch 10000 kg zu tragen hat und 
die nötige Dauerhaftigkeit besitzen soll? 

(Spez. Gew. = 7,7.) b). Wie gross ist das ist die Querschnittsfläche 
Gewicht des Gestänges und c). welche Ver- ^ P 

längerung erleidet dasselbe? 



AnilÖBung. a). Nach Antw. auf Frage 34 



F = 



a — l y 



Eluticititt' und Feetigkeitslelire 



■ V 3;l4:58^ 



= -g- {log 40000 — 
(log V* + log 684,6}) 



log 8,14 = 
+ log5B4,6 : 



8,2637884 
4,60 



n-log d oder d = 4,6146 
4,6 .4 .6 AU 



= 2,3.2,3.3,14 



1 587 
16,6106 



Da diese QaerEchnittsääche ein Kreis ist, 
dessen Durchmesser wir d nenaen wollen. 



4P 



nnd hieraus ergibt sich fOr 

Setzen wir in diese Gleicbong die gege- 
benen Werte und berechnen zunächst das 
aof jeden qcm Querschnitt entfallende Ge- 
wicht der 2Q m oder 2000 cm langen Stange 

I y = 2000 . 7,7 

ly = 15400 g 



ly = 15,4 kg 



erhalten wir: 



V 3,14 (60< 



.10000 
4 (600 — 15,4) 
wobei wir die in Tabelle Seite 32 für Zag 
nnter b. gegebene Beanspracbongsweise zn 
Grunde legen, wonach s ^ 600. 

Aas obiger Gleichung ergibt sich nach 
nebenstehender Hil&rechn. 1).: 
d = 4,6146 cm. 

b). Das Gewicht des Gestänges betrftgt 
pro Quadratcentimeter Qnerschnittsfl&che, 
nach obiger Berechnung 15,4 kg; soll also 
das Gesamtgewicht berechnet werden, so ist 
die Qnerschniltsfl&che 

„ 4.6 . 4,6 . 3.14 

^ 

oder: 

F = 16,61 qcm (aiahaHtirneclm.S) 

mit 15,4 SU mnltipUzieren , und somit ist 
das Gesamtgewicht 

: 10,61.15,4 kg 



(Hier: 



: 955,794 kg 



c). Die dnrch das Gewicht P erzeugte 
Verlftngeruig ist Bach Antw. anf Frage 22 : 



4 = 



hierm koamt aber noch die Vertftngening, 
welche darch das Eigengewicht G der Stange 
ert««t;t wird. Um dien xa emhteln. den- 
k» wir ans di« Stange (siehe Fig. 37) wie- 
der aas einer oaeodlichen Menge horixon- 
ial<»r Schichiea bestehend. Wibrend nnn 
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3). 



HUIsreclmiingeii. 

16,61.15,4 



6644 
8305 
1661 



4). 



1^ 
2 



255,794 



255,794 = 127,897 oder ca. 128 kg 

4- 10000 



2000 . 10128 
16,61 . 2080000 

16,61 . 65 



10128 



633 



16,61.65 



5305 
9966 

1079,65 oder ca. 1080 : 633o = ca. 0,6 cm. 

6480 



auf die oberste Schicht, in welcher Punkt 
N liegt, das Gesamtgewicht G verlängernd 
wirkt, wirkt auf die unterste Schicht, in 
welcher A liegt, gar nichts von dem Eigen- 
gewicht G der Stange abwärts ziehend. Auf 
die mittelste Schicht mm wirkt offenbar 
V2G abwärts ziehend, während auf die erste, 
zweite, dritte oder n^ ttber mm gelegene 
Schicht 'IzG+g, ViG + ^g, %G + Sg... 
%G + ng verlängernd wirkt, wenn g das 
Gewicht einer solchen Schicht bedeutet. 

Dagegen wirkt auf die erste, zweite, dritte, 
«*• unter mm gelegene Schicht je V2G — ^r, 
V2G— 2g, V2G — 3^ . . . V2G — ng verlän- 
gernd, und somit ist offenbar die Gesamt- 
verlängerung der Einzelschichten dieselbe, 
als wenn auf die ganze Länge der Stange 
das Gewicht V2G (d. h. das arithmetische 
Mittel aus der obersten und untersten, der 
zweitobersten und zweituntersten etc.) wirkte, 
und es ist daher, wenn wir fttr 



einsetzen : 



P = AG 



^2 = ~FE"~ 



2 



und somit die durch die Belastung P und 
und das Eigengewicht G hervorgerufene 
Verlängerung: 

PL 



X = -, 



oder: 



;i = 



FE 

L 
FE 



+ 



FE 



(-+i«) 



Setzen wir in diese Gleichung die gege- 
benen resp. berechneten Zahlenwerte und 
aus der in Erkl. 15 gegebenen Tabelle für 
E rund 20800 pro Quadratmillimeter, also 
2080000 pro Quadratcentimeter, dann er- 
gibt sich: 

oder nach nebenstehender Hilfsrechn« 4). : 
k = 0,6 cm oder 6 mm. 



Auigabe 17. Welche Belastung trägt un- 
ter Berücksichtigung des Eigengewichts mit 
Sicherheit ein prismatischer, senkrecht frei- 
hängender Stab von weichem Gussstahl, des- 
sen Querschnitt ein reguläres Sechseck von 
1,2 cm Kante und dessen freie Länge l = 
5 m misst? 



AoflÖBiing. Nach Antw. auf Frage 34 ist 
die Tragfähigkeit 

P = F(ä — ?y) 

Wir berechnen zunächst den Querschnitt 
F, welcher nach Angabe ein reguläres Sechs- 
eck bildet. Dieses Sechseck können wir uns 
vom Mittelpunkt aus in sechs kongruente. 



A4 



ElaitioitAts- und Festigkeitslehre. 



U, 



\ i % % 



>>v 



HiUwtohnang. 

a4*« 



\ \ 



\sVs^ " ;^5sk\ 






gleichseitige Dreiecke zeri^ denken, deren 
Höhe 

h = 4Vir oder h = 0,866# 

betrftgt, wenn ^ die Seile eines solchen 
Dreiecks bezeichnet. Da nvn der Fliehen- 

inhalt eines Dreiecks = \is^ oder Inr 
gesetzt: 

Ist» so eigibt sich ftr die aas 6 solchen Drei* 
ecken bestehende QnrrerhnittsteAe 

F = 6.1^.1^.*X4ö 

Xadi der in EikL 15 cttUlteMB TabeUe 
; ^ea. Ger. tk» GvoüahL r = 7,9, 
and da derSlah »» c^er 3il}0cm lang ist. 



oder: 



*y 






aelst den gegebenen 
F^mHL » ogik sich: 

^.^ tili«]— 535) 
vfift 3a;^ Tiäi&I» jffif So» ^ >=I^0«} fectiigt) 



r = ^.^ 



^Mier: 






Ä»r mit iT^C i¥ 



^^ft^ AiCTvort mt Frage 34 



ziasc 






»*,är :S'.- - 






5".- 



mu. 



"^ T 

- :- il v. V . 15 ^ 

- =r .Ä. Im« ist » 



7 = 7,0 



1) 






» ^SEgäk sich: 



^iM> 



s^J:i^ ^qC?r|i»sis :K'«^"i:»% trr****« *em?t»f; ^»r»CX VAj "^ » - "* \ 

>«iüiL -jÄÄ^ :f^»^ ~ ^, » ar»*. 3».Ä *^j05C^ 






•« ^JÖCS = 



tMfWlCBt 
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1). 



Hiliareehnnngeii. 

0,035 . 7,6 . 100 = 3,5 . 7,6 



2). 



« 


380 




228 




26,60 


245 : 0,0266 




2450000 : 266 = 


9210,5 


23d4 




560 




532 




280 




266 





1400 



g = 26,6 Gramm oder 0,0266 kg 

(siehe HilfsTechn. 1) 

und somit ist bei x Meter Länge das Ge- 
samtgewicht des Drahts in Kilogramm: 

G = 0,0266« 

Da nun nach Antw. auf Frage 33: 

P-l-G = Fs 

und die Belastung P in diesem Fall = ist, 

'""»V G = F, 

oder: G = 0,035.7000 

oder: G = 245 

Setzen wir für G den oben ermittelten 
Wert ein, so erhalten wir: 

0,0266« = 245 

245 



oder: 
oder: 



X = 



0,0266 

X = 9210,5 

d. h. der Draht wird bei einer Länge von 
9210,5 m durch sein eigenes Gewicht zer- 
reissen. 



Aufgabe 20. a). Welche Belastung P 
trägt ein £isendrahtseil von 36 Drähten, 
wenn ein Draht ^ == 3 mm Durchmesser hat 
and dasselbe auf eine Länge von 300 m 
freihängt? 

b). Bei welcher freien Länge l wird das 
Seil durch sein Eigengewicht schon derart 
in Anspruch genommen, dass es eine andere 
Belastung ausserdem nicht tragen kann? 

(S = 1200 und das Gewicht eines laufenden 
Meters Bundeisen von 2,4 cm Durchmesser Gg 
= 3,52 kg.) 



Erkl. 49. Zu diesem Besultat gelangt man 
durch folgende Rechnung : 

Ist F der Querschnitt eines vollen cylindri- 
schen Eisenstabs vom Durchmesser d und f 
der Querschnitt eines Drahtseils — den Inhalt 
desselben gleich der Summe der einzelnen Draht- 
querschnitte gleichgesetzt, — von 36 Drähten, 
von denen jeder eine Stärke J hat, so verhält 
sich 

F:f = l:Td2:36.i7rJ* 

, 4 4 

oder: 

F:f= di:36<r* 

Da nun für diesen Fall d = S^ gesetzt wer- 
den kann, so ist: 



Auflösung, a). Der äussere Durchmesser 
d des umschriebenen Kreises eines 36 dräh- 
tigen Seils ist ungefähr 8 mal so gross als 
der Durchmesser eines Drahts, also hier 

d = 8 .3 = 24mm oder 2,4cm 

und das Gewicht eines laufenden Meters 
ist ungefähr 0,7 ^) vom laufenden Gewicht 
eines Rundeisenstabs von demselben Durch- 
messer d. Da nun das Gewicht eines lau- 
fenden Meters Rundeisen von 2,4 cm Durch- 
messer zu G = 3,52kg angegeben ist, so 
beträgt das Gewicht eines laufenden Meters 
Eisendraht 

Go = 0,7 . 3,52 = 2,464 kg 

Mit Benutzung der in Erkl. 41 gegebenen 
Formel 



P = FS — GoZ 



erhalten wir, da 



F = 36. 



d^n 



oder: 



1). Siehe Erkl. 48. 
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oder; 
oder; 



Y'.fr-. (8if)»:86<f« 
V'.f .'. 16 5 9 



und S = 



F = 36- 
1200 ist: 



0,3 . 0,3 . 3,14 



Die Volumina V und v von zwei cylindrischen 
Htftben mit den (Querschnitten F und f verhalten 
sich bei derselben Länge Z &s 1 m wie ihre 
(Querschnitte, also 

W'.v ^ Fi/ss 16:9 

und setzen wir fUr beide btäbe gleiche spez. 
(iewichte voraus, so ergibt sich für die laufen- 
den (iewichte nro 1 m Rundeisen und 1 m Eisen- 
dralitseil die Proportion: 

üo : f7 = 16 : 9 

In Wirklichkeit wird g etwas grösser aus- 
fallen, da bei einem Querschnitt durch ein 
Drahtseil wir nicht genau Kreise vom Durch- 
messer (f erhalten, sondern etwas grössere 
Kllipseu. Nehmen wir dazu noch das geringe 
Mehr des spei, Uewiohts von Eisendraht und 
etwa vorkommende Ilanfseelen, so kann man 
seUen: 

9 = 0,7 Go 



P = 36. Ml^|^l?!ll. 1200 -2,464. 300 
oder: 

P = 9.0,3.0,3.3,14.1200 — 246,4.3 
oder: 

P = 2313 kg (siehe Hilfsreclm. 1.) 

b). Um zu erfahren, bei welcher freien 
Länge das Seil dorch sein Eigengewicht 
schon derart in Anspruch genommen wird, 
dass es eine andere Belastong mit Sicher- 
heit nicht mehr tragen kann, setzen wir 
in der oben benatzten Formel P = und 
lösen die Gleichung ftlr l auf, also: 



oder: 



= FS-Go? 



l = 



FS 
G„ 



Hilfarechnungen. 



Setzen wir in diese Gleichung die ent- 
sprechenden Zahlenwerte, so ergibt sich, 
da F = 2,6434 berechnet wurde: 

2,5434 . 1200 



»> 7 

«.>! 



W. . . 9,0,3 , 0»8.8,14 

1884 

i^434 , 1200 
254,84 , VI 

— 78i\2 



1200 
1200 



246,4 ^ 
739,2 



oder: 



^ — 2,464 
l = 1238,63 m 



281^88 oder ca, 2313 



2V . , 



45434 , 12i>0 
2,4i54 

1,2717. T5 

lU^5S5 
89019 

IK\8775 : 0,077 
iKN$77.5 : 77 

IM 

*^^ 



1,2717 , 75 

0.077 



Diese Länge bezeichnet man bei Seilen 
mit dem Namen „TragUnge'S und da 
Seildicke und Drahtdicke ohne Einflnss auf 
dieselbe sind (denn in demselben Masse 
wie der Querschnitt F zunimmt, nimmt auch 
das laufende Gewicht G^, zu), so wird die- 
selbe far Drahtseile auf rund 1000 m ange- 
nommen, d, h. ein Seil, welches auf 1000 m 
Länge freih&ngt, l&sst sich nicht mehr als 
Zug- oder Tnebseil verwenden, da die 
Festigkeit desselben schon durch das Eigen- 
gewicht so in Anspruch genommen ist, dass 
es eine andere Last nicht mit der nötigen 
Sicherheit tragen kann. 



I288.0s^ 
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Anigabe 21. Ein eisernes Gestänge von 
50 m Länge soll für eine Zugbelastung P 
= 12000 kg berechnet werden, so dass das- 
selbe an fünf gleichweit entfernten Stellen 
seiner Länge diese Last P und sein eigenes 
Gewicht mit derselben Sicherheit trägt. Wie 
gross ist der Querschnitt desselben an den 
betreffenden fünf Stellen, wenn der Sicher- 
heitskoeffizient S = 650 kg pro Quadrat- 
centimeter ist und das spez. Gew. y = 7,8 
beträgt? 



1). 



Hilisrechniingen. 

12000 



650 



240 : 13 = 18,46 

13 



110 
104 



60 
52 



80 



2). 



650 — 7,8 = 642,2 



650 : 642,2 oder 6500 : 6422 = 1,012 

6422 

7800 
6422 ' 



18780 
12844 

936 



3) 18,46.1,012 



3692 
1846 
18460 



18,68152 



4). . . 18,46 (1,012)2 = log 18,46 + 2 .log 1,012 
log 1,012 = 



+ log 18,46 = 
logFj = 



0,0051805 
^ 

0,0103610 
1,2662317 

1,2765927 



mithin: num-log Fj = 18,906 

5). . . . logFg = log 18,46 + 3 . log 1,012 

log 1,012 = 0,0051805 

.3 



0,0155415 
+ log 18,46 = 1,2662317 



logFg = 1,2817732 
mithin: num-log Fj = 19,13 

6). . . . log F4 = log 18,46 + 4 . log 1,012 

log 1,012 = 0,0051805 

.4 

0,0207220 
+ log 18,46 = 1,2662317 



log F4 = 1,2869537 
mithin: num-log F4 = 19,36 



Aullösang. Wir nehmen zur Lösung der 
vorliegenden Aufgabe die in Erkl. 43 ge- 
gebene Formel zu Hilfe, wonach 



« s Vs — u/ 



ist. Bleibt das Eigengewicht des Gestänges 
unberücksichtigt, so ist die nötige Quer* 
Schnittsfläche nach Erkl. 38 : 

F = -^ 

S 

also im gegebenen Fall ist: 

12000 



F = 



650 



oder: 

F = 18,46 (siehe Hilfsrechn. 1) 

Bezeichnen wir nun von unten anfangend 
die Querschnittsflächen des Gestänges mit 
F^, F2, F3, F4 und F5, so ist nach obiger 
Formel: gm 

^* "^ "S" VS — ?y/ 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 



Fl = 



12000 
650 



/ 650 \ 

\ 650 — 7,8/ 



(denn das Gewicht eines 10 m oder 1000 cm 
langen Stabes vom Querschnitt von 1 qcm 
beträgt : ly = 1000 . 7,8 g = 7,8 kg). 

P 12000 



Für -S- = 



kann man auch setzen: 



und für (-g^yr^) = 



650 

18,46 (siehe Hilfsreclin. 1) 
^ 650 



kann man 



650 — 7,8 

auch setzen: 1,012 (siehe Hilfsreohn. 2) 

und somit ist: 

Fl = 18,46.1,012 
F2 = 18,46(1,012)2 
F3 =r 18,46(1,012)5 
F4 = 18,46(1,012)* 
F5 == 18,46(1,012)5 

oder nach den nebenstehenden Hilfsrechn. 3—7: 

Fl = 18,68 qcm 

F2 = 18,906 qcm 

F3 = 19,13 qm 

F4 = 19,36 qm 

F5 = 19,59 qm 
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7), . . . logFg = log 18,46 + 5. log 1,012 Aus diesen Querschnittsflächen lässt sich 

log 1,012 = 0,0051805 . nun leicht die Kante oder der Durchmesser 

. 5 berechnen, je nachdem der Querschnitt qua- 

0,0259025 dratisch oder kreisförmig sein soll. 

-f- log 18,46 = 1,2662317 Zu denselben Resultaten gelangt man auch 

logF^ = 1,2921342 unter Anwendung der in Antw. auf Frage 35 

mithin: num-log F^ = 19,59 gegebenen Formel. 



f). Ungelöste Aufgaben. 

Aulgabe 22. Wie gross ist a). der Elasti- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
citätsmodulus, b). der Dehnungsquotient einer gelösten Aufgabe 1. 
Klaviersaite von 1,5 m Länge und 0,66 mm 
Durchmesser, wenn dieselbe durch 6,75 kg Be- 
lastung um 1,7 mm ausgedehnt wird? 

Aufgabe 23. Um wieviel streckt sich ein Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Silberdraht von 2 m Länge und 1 mm Durch- gelösten Aufgabe 2. 
messer, wenn derselbe mit 18 kg belastet wird? 
(£ = 7357, siehe Tabelle Seite 10). 



Aufgabe 24. a). Welche Querschnittsfläche Andeutung. Die Auflösung von a). und b). er- 
muss eine schmiedeeiserne Stange von 1,88 m erfolgt analog der gelösten Aufgabe 3. Die 
Länge erhalten, wenn dieselbe durch 12000 kg Lösungen von c). und d). ergeben sich aus den 
Belastung nur um 0,4mm verlängert werden soll? in Antwort auf Frage 26 gegebenen Formeln. 

b). Wie gross ist der Durchmesser zu neh- Bei der Auflösung von d). kaum auch die Lö- 
men, wenn der Stab cylindrischen Querschnitt hat? sung der Aufgabe 12 teilweise Berücksichtigung 

c). Wie gross ist eine Kante zu nehmen, wenn finden, 
der Querschnitt des Stabes quadratisch sein soll? 

d). Wie gross ist jede Kante zu nehmen, wenn 
der Querschnitt des Stabes ein Rechteck bildet, 
dessen Kanten im Verhältnis 3:5 stehen? 



Aulgabe 25. Welche Kraft ist nötig, um Andeutang. Die Auflösung erfolgt analog der 
a). einen Eisen-, h\ einen Messing-, c). einen gelösten Aufgabe 4. 
Bleistab von 3 m Länge und einem quadrati- 
schen Querschnitt von 2,5 cm Kante um 2 mm 
zu verlängern? 

Aufgabe 26. Wie lang ist ein Eisendraht Andeutimg. Die Auflösung erfolgt analog der 
von 2 qcm Querschnitt, wenn derselbe durch gelösten Aufgabe 5. 
eine Kraft von 1000 kg eine Verlängerung von 
1,5 mm erfährt? 

Au^be 27. Wenn für den Wiener Quadrat- Andeetang. Die Auflösung erfolgt analog der 
zoll Querschnitt in Wiener Pfunden ausgedrQckt gelösten Aufgabe 6. 
für Buchenholz 

der Festigkeitsmodnlus K = 10000 
„ Sicherheits- „ S = 2000 
und „ Elasticitäts- „ E = 1150000 
beträgt, wie gross sind dann diese Moduli, be- 
rechnet auf 1 qmm Querschnitt und auf Kilo- 
gramm, wenn 1 Wiener Zoll = 26,3 mm und 
1 Wiener Pfund = 560 g enthält? 



Aulgabe 28. Wie gross sind die Moduli K, A ni urtm i i ^ Die Auflösung erfolgt analog der 
S und E (siehe vorige Aufgabe) in früheren gelösten Aufgabe 7. 
preus& Pfunden, bezogen auf 1 preuss. Quadrat- 
zoU Querschnitt, wenn 12 preus& Zoll = 314 mm 
und 2 preuss. Kenpfund = 1 kg zu rechnen sind? 
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Aufgabe 29. Eine hölzerne Hänges&ule von Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
rechteckigem Querschnitt mit den Seiten 18,7 cm gelösten Aufgabe 8. 
und 19,6 cm wird durch 21 5000 kg gerade zer- 
rissen; wie gross ist demnach der Festigkeits- 
modulus K dieser Stange. 

Aufgabe 30. Welche Kraft ist notwendig, Andeutung. Die Auflösimg erfolgt analog der 
um einen cylindrischen Stab aus Blei von 2,5 cm gelösten Aufgabe 9. 
Durchmesser zu zerreissen, und welche Last 
kann derselbe bei fünffacher Sicherheit tragen? 



Aufgabe 31. Es soll aus Buchenholz eine Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Säule angefertigt werden, deren Querschnitt gelösten Aufgabe 11, unter Berücksichtigung 
ein reguläres Sechseck bildet. Welchen Durch- der Auflösung zur Aufgabe 17. 
messer hat der um das Sechseck beschriebene 
Kreis, wenn die Säule auf Zug in Anspruch 
genommen wird und 

a). 25000 kg sicher tragen soll, 

b). durch 25000 kg bis zur Elasticitätsgrenze 
ausgedehnt werden soll, 

cj. durch 25000 kg zerreissen soll? 



Aufgabe 32. Ein Dachstuhl übt an seinem Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
unteren Ende einen Horizontalschub von 8400 kg gelösten Aufgabe 13. 
aus, welcher durch eine schmiedeeiserne Quer- 
stange von 30 m Länge aufgehoben wird. 

a). Wie gross ist der Querschnitt der letzte- 
ren, wenn dei* Sicherheitsmodulus zu 650 kg 
angenommen wird? 

b). um wieviel wird sie ausgedehnt, wenn der 
Elasticitätsmodulus pro Quadratcentimeter = 
1500000 kg beträgt? 

Aufgabe 33. Welche Last kann eine eiserne Andeutung. Die Auflösung erfolgt unter Be- 
Kette tragen, deren Glieder 1 cm Durchmesser rücksichtigung der gelösten Aufgabe 14. Dort 
haben? wurde der Durchmesser d gesucht, während P 

gegeben war; hier ist das Umgekehrte der Fall. 



Aufgabe 34. Welchen Durchmesser müssen Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

die vier schmiedeeisernen Säulen einer hydrau- gelösten Aufgabe 14, wobei aber zu berück- 

lischen Presse erhalten, wenn der durch die sichtigen ist, dass in dem vorliegenden Fall 

Presse ausgeübte grösste Druck 150000 kg be- die Zerstörung in vier Querschnitten (und nicht 

trägt und der Sicherheitsmodulus (da die Be- wie dort in nur zwei Querschnitten) zugleich 

lastung nicht dauernd ist) zu 1200 kg ange- erfolgt, 
nommen wird. 

Aufgabe 35. Es ist der Durchmesser d eines Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Hanfseils zu berechnen, welches auf die Dauer gelösten Aufgabe 15 b. 
8000kg Last mit Sicherheit tragen soll: 

a). wenn für stehende Seile S = 102 kg, 

b). „ „ Förderseile S = 37 „ 
pro Quadratcentimeter gerechnet wird. 



Aufgabe 36. Welchen Durchmesser muss Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
eine cylindrische Messingstange erhalten, wenn gelösten Aufgabe 16, 
dieselbe unter Berücksichtigung ihres Eigen- 
gewichts bei 5 m Länge 18000 kg sicher tragen 
soll? b). Wie schwer ist die Stange, c). ^^elche 
Verlängerung erleidet dieselbe ? 

Es sei S = 210 und 8 t= 1250. 
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Aalgabe 87. Welche Belastung trägt, unter Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
BertlckBichtigung des Eigengewichts, ein auf gelösten Aufgabe 17. 
Zug in Anspruch genommener Balken aus 
Eichenholz von 6,9 m Länge 18 cm Breite und 
24 cm Dicke? 



Aufgabe 88. Wenn man einer Messingstange Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
. von 4 m Länge und 20000 kg Belastung einen gelösten Aufgabe 18. 
<2uer8chnitt von 96,6 qcm gibt, wie gross hat 
man dann den Sicherheitskoeffizient pro Qua- 
dratcentimeter in Rechnung gestellt? 

(y = 8,6) 

Aufgabe 39. Es soll die Länge einer Stange Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
aus Blei gefunden werden, bei der dieselbe ver- gelösten Aufgabe 19. 
möge ihres Gewichts ohne weitere Belastung 
zerreisst. (Das spez. Gewicht =11,4 und der 
P'estigkeitskoeffizient = 128 kg pro Quadrat- 
centimeter ) 

Aufgabe 40. Welche Belastung trägt ein Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

Eisendrahtseil, bestehend aus fünf dünneren gelösten Aufgabe 20. 

Drähten von 4 mm Durchmesser und aus vier Fimir 38 

dickeren Drähten von 9,5 mm Durchmesser rigu . 
(siehe Fig. 38), wenn dasselbe auf 80 m frei* 
hängt? 




Aufgabe 41. Ein Körper aus Kupfer (spez. Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Gewicht y = 8,936 und Sicherheitskoeffizient gelösten Aufgabe 21. 
8 = 900) soll für eine Zugbelastung von 180 kg 
berechnet werden, so dass derselbe an vier 

flelchweit entfernten Stellen seiner Länge [l = 
m) die genannte Last and sein eigenes Ge- 
wicht mit derselben Sicherheit trägt. Der Quer- 
schnitt desselben sei durchweg cylindiisch. Wie 
gross ist der Durchmesser an den betreffenden 
vier Stellen? 



m. Die rückwirkende Elasticität und Festigkeit oder die Elasticität und 

Festigkeit beim Druck. 

aV Die Oe^tie der rArkwirkeuileii Elastidtit mid Festigkeit. 

Frage 41. Wenn kommt die rück- 
iprirkeiide Elasticität und Festigkeit eines Antwort Die r^kwirkende Ekstidtät 
KCarpers i«r Geltung? und Festigkeit eines Köqpeis kommt zor 

Geltung« iraun ein KOiper mit sdner Gnmd- 
Hacbe uutüegt und etuf die entgegengesetzte 



Ueber die Eluticität und Festigkeit beim Druck. gl 

^igur 39. Fläche eine Last wirkt (s. Fig. 39), wobei 

die Höhe oder Lange des Körpers im Ver- 
hältnis EU seinen QaerBchnittsdimensionen 
als nur klein angenommen wird. 



Frage 42. Welche Yer&ndenmg erfährt 
ein anf Dmckelasticit&t oder -Festigkeit in 

Anspruch genommener EOrper und welche Antwort. Wenn, wie oben bemerkt, eine 
Gesetze gelten erfahrangEmOsBig fflr diese Druckkraft anf einen EOrper einwirkt, so 
Veränderung? bringt dieselbe eine Druckspannung und 
infoIgedesBeu eine Verkürzung des Eör- 
ErU. 60. Die Zunahme der Dicke einer nach P^""^. ("ieBsen Form gewöhnlich als pris- 
der LSngenrichtnng zusammengedrückten Sftnle matisch angenommen wird) hetTOr. Bei 
beweist, dass die TeilcheD-nicbt nur nach der den in dieser Beziehung vielfach angestetl- 
Richtung des DnichB einander näher rücken, ten Versuchen hat es sich gezeigt, dass fflr 
sondern auch nach den Seiten ausweichen und die Bestimmung der hervorgebrachten Ver- 
gleichsam wie Keile ^ in die Zwischenränme kürznngen innerhalb der Elaaticitätsgrenze 
anderer Teile einzudringen streben. Die Ela- dieselben Gesetze und Gleichungen 
shcitftt widersetzt sich dieser Settenbewegung. „„„„„ „„„. „„i„i,„„ :„ .,„_: „„ jiv„„i.„-.. 
Werden ihre Grenzen überschritten, so treten f«"^"' nach welchen im vorigen Ahschmtt 
bleibende seitliche Anschwellungen ein und end- die hervorgebrachten Verlängerungen zu be- 
lieb fallen die Teile ganz auseinander; es findet rechnen waren, und dass bei allen Körpern 
eine Zerdrücknng statt. der Elasticitätsmodulus fflr Druckspan- 
nung mit dem Elasticitätsmodulus für Zng- 
ErU. fil. Bei Druckbelastung versteht man Spannung gleiche Grösse hat'). 

emem Quadratcentimeter (resp. Qnadratmilli- >st die Verkürzung :,„.,_ 

meter) Querschnitt auf Null zusammenzudrücken !)■ proportional dem belastenden Gewicht, 
vermag, vorausgesetzt, dass dabei die Elaati- 2). proportional der ursprünglichen Länge 

citategrenze nicht überschritten wird. des zusammengedrückten Körpers, 

Der Sicherheitsmodulus S ist diejenige 3), umgekehrt proportional dem Quer- 

Belastung in Kilogramm, die ein KOrper von gclmitt 

«Dem Quadratcentimeter Querschnitt mit Sicher- ^v abhängig von der Natur des Materials. 

heit zu tragen vermag. r. . ■ , • • .. t- . 

Der Tragmodulus T ist diejenige Belastung Bezeichnet also wieder J. die Verkürzung, 

in Kilogramm, die den Körper von einem Qua- F die Belastung in Kilogramm, L die Länge 

dratcentiraeter Querschnitt so weit zusammen- in Centimetern, F den Querschnitt in Qua- 

drQckt, dass dadurch gerade die Elasticitäts- dratcenti meter n, so bat man: 
grenze erreicht ist (s. Erkl. 52). p t 

Der Festigkeitsmodulus s ist diejenige Jl = ^^ 

Belastung in Kilogramm, die einen Körper v 



Erkl. 62. Die Elasticitätsgrenze und folg- 
lich auch der Tragmodulus sind fflr das Zer- 
reissen und das Zerdrücken bei ein und dem- 
selben Material nicht immer gleich gross. Das- 



oder mit Berficksichtigong des Eigengewichts 
G des Körpers: 

(im4g)l 
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jenige Gewicht, welches eine Eisenstange z. B. 
bis zur Elasticitätsgrenze ausdehnt, wenn es als 
Zugkraft angebradit ist, vermag nicht immer 
dieselbe Stange bis zur Elasticitätsgrenze zu 
komprimieren, wenn es als Druckkraft wirkt. 
Genaue Tabellen geben daher für den Zug und 
den Druck verschiedene Elasticitätsgrenzen. 
So finden wir z. B. in der auf Seite 32 ge- 
gebenen Tabelle, dass der Tragmodulus des 
Gusseisens für Druck doppelt so gross ist als 
für Zug, während umgekehrt bei den Hölzern 
der Tragmodulus für Druck noch nicht die 
Hälfte des Tragmodulus für Zug beträgt (120 
zu 270). 



Frage 43. Wie wurde die rückwirkende 
Festigkeit der Körper geprüft? 

ErkL 58. Namentlich vielfach untersucht 
wurde die rückwirkende Festigkeit bei Bau- 
steinen, welche z. B. in den Grundmauern hoher 
Gebäude oder als Teile flacher Gewölbe einen 
oft ungeheueren Druck auszuhalten haben. Die 
folgenden Zahlen geben die Werte des Festig- 
keitsmodulus pro Quadratmillimeter Querschnitts- 
fläche und brauchen nur mit 100 multipliziert 
zu werden, wenn man den Festigkeitsmodulus 
pro Quadratcentimeter haben will: 

Porphyr 24,782 Kilogr. 

Granit (Aberdeen) 17,310 „ 

„ (Cornwall) 10,076 „ 

Marmor (Flandern) 10,407 „ 

„ (Genua) 8,575 „ 

Kalkstein (dicht, schwarz) 14,034 „ 

„ (erdig hart) 8,064 

„ (weich) 
Sandstein (fest) 

„ (weich) 

„ (sehr weich) 
Backstein (gut) 

„ (schwach) 

Porphyr und Granit sind die festesten Bau- 
steine. Bei gleicher Tragfläche soll der Würfel 
mehr tragen als die Platte und die Säule, weil 
dort kleine Ungleichheiten des Kornes, hier des 
Druckes einen grossen Einfluss gewinnen. Harte 
und spröde Steine springen, gleich wie Glas, 
in Splitter oder verwandeln sich in Pulver; 
erdige und körnige Massen werden entweder 
zermalmt oder teilen sich, wenn sehr homogen, 
in conische und pyramidale Stücke von oft sehr 
regelmässiger Gestalt. 



Antwort. Die rückwirkende Festigkeit 
der Körper wurde geprüft, indem man pris- 
matische Stücke auf ihrer oberen Fiilche 
einem gleichmässigen Drack aussetzte und 
durch Steigerung desselben die Last be- 
stimmte, bei welcher die Körper zerquetscht 
oder zersplittert werden. Von der so be- 
stimmten Last nimmt man dann für die 
Tragkraft des betreffenden Materials nur 
einen der Sicherheit entsprechenden Bruch- 
teil. Die Zerdrflckung ist keine direkte 
Wirkung des Drucks, sondern eine Folge 
der Verschiebung und peripherischen (oder 
umlaufenden) Andeinandertreibung der Teil- 
chen (siehe Erkl. 50). 



1,046 
1,804 
0,884 
0,232 
1,720 
0,686 



Frage 44. Zu welchem Ergebnis haben 
im aUgemeinen die vorerwähnten Versuche 
geführt ? 



Antwort. Die über die rückwirkende 
Festigkeit angestellten Versuche, welche 
meistens nur mit Körpern von kleinen Di- 
mensionen gemacht wurden, ergaben? fol- 
gendes: 

1). Wird bei einem Körper die rück- 
wirkende Festigkeit in Anspruch genommen, 
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ohne dass man dabei über die Elasticitäts- 

Erkl. 54. Will man die in den Tabellen enthal- grenze desselben hinausgeht, so dass also 

tenen Festigkeitskoeffizienten als Anhaltspunkte ^jg ^„^h die aufgelegte Last entstehende 

für die sichere Belastung der Körper benützen, «/„«««»«»««ii^ttM,««« «««i» nr^.^»»!,».^ ^^« 

80 darf man davon für Hölzer nur Vio, ^ü^ Zusammendrückung nach Wegnahme der- 

Steine Vi« bis V20, für Guss- und Schmiedeeisen selben wieder gänzlich yerschwmdet, so sind 

% nehmen, ja es gibt Fälle, wie z. B. bei diese Verkürzungen (wie oben schon bei der 

gusseisemen Bogenbrücken für Eisenbahnen, rückwirkenden Elasticität bemerkt wurde) 

wo man der entstehenden Stösse wegen nur den aufgelegten Gewichten oder dem Druck 

Vioo in Anspruch nimmt. proportional. 

Nach der Berliner Bauordnung vom Jahre 2). Bei Körpern von ähnlicher Form und 

1873 ist der Quadratcentimeter der verschie- demselben Material ist die rückwirkende 

denen Baumatenahen im höchsten Fall mit fol- -c^^^xi^u^u a^^ f\«r^^^^A^^u*^aK^u^^ ^^^^^.^ 

genden Belastungen in Anspruch zu nehmen: Festigkeit den Querschnittsflächen propor- 

* Zug Druck ^10^*1 *^^ welche der Druck senkrecht wirkt, 

Ziegelmauerwerk in Kalk ~ kg 7 kg ^nd sie ist dabei um so grösser, je mehr 

„ bestes in Gement — „ 14 „ sich die Fläche der Ereisform and die Dicke 

Kiefern- und Tannenbauholz 80 „ 80 „ der Höhe nähert. 

Schmiedeeisen 750 „ — „ 3). Die durch Versuche ermittelten Werte 

Gusseisen 250 „ 500 „ haben wegen der Ungleichartigkeit der Mas- 

Der Quadratmeter Baugrund soll höchstens sen keine grosse Zuverlässigkeit und man 

mit 35000 kg belastet werden. bedient sich in der Anwendung deshalb 

weniger dieser als vielmehr jener Zahlen, 

Erkl. 55. Die Festigkeit des gemeinen Mör- welche die Erfahrung für die sichere Be- 
tels steigt auf nicht mehr als 0,4-0,5 kg; man ^^^ ^ ^^ Hand gibt. 
darf ihn daher mcht als tragendes, sondern nur t» . , . %* . -o 
als Ausfüllungsmasse zur Verteilung des Druckes Bezeichnet man mit P die Belastung, mit 
benutzen. Nach Bandelet erhöht die gute Be- V das Volumen, mit F den Querschnitt, 
arbeitung die Stärke desselben von 1 auf 1,3. mit s den Festigkeitsmodulus , mit S den 
Eine andere Zunahme zeigt der Mörtel im Laufe Sicherheitsmodulus und mit E den Elasti- 
der Zeit, vermutlich durch eine langsame che- citätsmodulus , mit W die Arbeits- oder 
mische Umwandlung des Kalkes in ko^^^^^ Wirkungsgrösse, welche zur Verkürzung des 

und. Kieselsauren j\.aiK. JxovMLeiet Deooacntete 0*— v.—- ^.^ jn^ t ».^^^ 1 «.x«.:» z^*, "^ /^ 

in 15 Jahren bei gemeinem Mörtel, bei Cement, Stabes um die Länge X nötig ist, mit G 

bei weisser u. grauer Puozzolane eine Zunahme ^^s Gesamtgewicht, mit y das spez. Gewicht, 

der Festigkeit im Verhältnis von 1:1,125; 1,250; mit F den veränderlichen Querschnitt des 

1,286 u. 1,333. Vielleicht hat die Stärke man- durch die Last P samt dem eigenen Ge- 

cher antiker Mörtel und mancher in der Natur wicht G = ^V zusammengedrückten Stabes, 

gebildeter Steine in solchen langsamen inneren so erhält man für dieselben Bestimmungs- 

Verschmelzungsprozessen ihren Grund. grossen der rückwirkenden oder Druckfestig- 

r- ui ßo xr xjT * 11 j- * *r x. j«« ^eit die nämlichen Formeln wie im vorigen 

Erkl. 56. Von Metallen dient namenthch das ■r'o-.s^^i __ j „„a« . ® 

Gusseisen zum Tragen, und übertrifft, wegen ge- ^»P"ei una zwar . 

ringerer Sprödigkeit, sogar die festesten Steine, für die Verkürzung ohne Rücksicht auf das 

Nach Hodgkinson^s Versuchen ist beim Guss- Eigengewicht des Körpers: 

eisen die rückwirkende Festigkeit bis zur Elasti- PL 

citätsgrenze nahe doppelt so gross als dessen 1). . . . . A = ^jg- 

absolute Festigkeit (ebenfalls innerhalb dieser 

Grenze) dagegen bis zum Bruch im Durchschnitt für die Verkürzung mit Rücksicht auf das 

SVjmal so gross, oder es verhält sich die ab- Eigengewicht des Körpers: 

solute zur rückwirkenden Festigkeit beim Guss- L / 1 



2)- • • • ' = -r^(^+i^) 



eisen wie 1 : 5,637. Dabei ist die äussere Kruste 

der Gussstücke weit dichter krystallinisch und , j ^^ t^t 

fester als das Innere. oder, da G = FL . y 

Merkwürdig ist noch, dass das Gusseisen „ \ , _ PL FyL^ 

imierhalb der Elasticitätsgrenze bei gleicher Be- a;. . . — ^^ -f- gpjj 

SÄÄeigeÄkt rr' *'' ''""'"'" '^^ d- rückwirkende Festigkeit: 

3) P = F» 

Erkl. 57. Was die Hölzer betrifft, so zeigen p 

diese, wenn sie sehr ausgetrocknet sind, eine 4) F = — 

bedeutend grössere Festigkeit als im gewöhn- ^ 

liehen Zustand. Die folgenden für 1 Quadrat- ^\ . ^ _« _5_ 

millimeter geltenden Werte beziehen sich auf ^ • . • ^ 
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diesen Znstand grosser Trockenheit und rüh- 
ren Yon Versuchen her, welche Bodgkinsan mit 
kleinen Holzcylindem, deren Höhe nur dem 
doppelten Durchmesser gleichkam, vornahm. 



fQr den Durchmesser des kreisförmigen Quer- 
schnitts: ^ r-TFr 

= V 



ns 



Weisstanne 
Esche 
Buche 

Eiche (engl.) 
Teaka 



5,125 

6,580 
6,580 
7,068 
8,504 



Pappel a,601 
Birke 4,499 
Kottanne 4,628 
Fichte 4,772 
Erle 4,891 

Nussbaum 5,079 

Würfel und kurze Prismen komprimieren sich 
um '/3, bevor sie zermalmt und in Fasern zer- 
splittert werden; längere brechen durch Biegen, 
nach der schwächeren Seite hin. 

ErkL 58. Der Erfahrung gemäss nimmt die 
rückwirkende Festigkeit eines Körpers mit sei- 
ner Länge (Höhe), jedoch nicht in gleichem Ver- 
hältnis mit dieser ab. Diese Abnahme mit der 
Höhe tritt im allgemeinen aber erst ein, wenn 
die Höhe das 4- oder 5 fache der Eörperdicke 
übersteigt Bei grösserer Länge kann nämlich 
eher ein Biegen und Zerknicken des belasteten 
Körpers eintreten, und aus diesem Grund ist 
für die praktisch zulässige Druckspannung im 
allgemeinen ein kleinerer Wert anzunehmen als 
bei kurzen dicken Stangen. Speziellere Kegeln 
für die Berechnung der Widerstandsfähigkeit 
langer, dünner Stangen, Pfeiler und Pfosten 
ergeben sich aus dem später folgenden Abschnitt 
über die ^Zerknickungsfestigkeit." 



6). . . . d 
für die Seite des quadratischen Querschnitts: 

7). . . . a = y — 

für die Seiten h und h des rechteckigen Quer- 

P 



I 



Schnitts: 

8). 

oder: 



5 = 



h = 



8h 

P 

8h 
für die Tragfähigkeit: 

9). . . . P = FS 
oder: 

10). ... F = 

oder: 
11). . . '. 



P^ 

S 



s^ P 

^-"F 



für die rückwirkende Festigkeit mit Kücksicht 
auf das Eigengewicht des Körpers: 



12). 
oder: 
13). 

14). 

15). 
16). 



(P + G) = F« 

P = F(s — Ly) 
F = 



8 — Ly 



S--^- + L./ 
P = Fs — GnL 



für den veränderlichen Querschnitt: 



17). . . . F. = (^) ' - 

für die Arbeits- oder Wirkungsgrösse: 

18). . . . W=i-(|-)V 
oder: 

19). . . . W 



2 \E/ 



b). Geloste Aufgaben. 



Aulgabe 42. Welche Verkürzung erleidet 
eine 3 m hohe Sftnle aas Gasseisen, wenn 
der Quadratcentimeter Qaerschnittsfläche 
mit 400 kg belastet ist und eine Biegung 
nicht stattfindet a). ohne Kücksicht auf 
das Eigengewicht, b). mit Kücksicht auf 
das Eigengewicht der Säule. 



AuflÖBimg. a). Nach Tabelle auf Seite 38 
ist der Elasticitätsmodolas £ = 1000000 
pro Quadratcentimeter and nach der vor- 
stehenden Formel 1). ist die Yerkürzang 

FE 
oder die entsprechenden Zahlengrössen und zwar 
die Masse durchweg in Centimeter eingesetzt: 

_ 400.300 
oder: 1.1000000 

ü. = 1,2 mm (siehe Hfifsreohn. 1) 

b). Unter Berücksichtigung des Eigengewichts 
ist die Verkürzung nach obiger Formel 2).: 
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5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeateten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller SchiQen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefTlichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art, 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Draok tob Oarl H»miner in Stuttgart. 
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lehre. 
rts. von Heft 404. — Seite 65—80. 



Mit 10 Figuren. 



Vollständig gelSste 
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Aufgaben - Sammlung 



- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe nnd EntficUnng der benntzten Sitze, Formeln, Regeln, In Fragen und Antworten 

erl&atert dnrcli 

viele Holzschnitte & lithogfaph. Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Beehenlninsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. Bph&riBchen 
Trigonometrie, synthetiachen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- o. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Baumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik. Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Ifantik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Masehinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brflcken- n. Hoehban's; der Konstroktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

Pandlel-PerspektiTe, Sehattenkonstmktionen etc« etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Stadium, zur Forthfilfe bei Schnlarbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Hleyer^ 

Mathematiker, rereideter kOnigl. preuii. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. H« 
unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von B. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiicer in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 404. — Seite 65—80. Mit 10 Figuren. 

Inhalt: 

Gelöste und ungelöste Aufgaben über die rückwirkende Elasticität und Festigkeit. — Gesetze der Schub- 
oder Abscherungafestigkdit. — Gelöste und ungelöste Aufgaben über die Abscherungsfestigkeit. — Theorie 
der relativen Elasticität und Festigkeit. — Bestimmung der Tr&gheits- und Widerstandsmomente der 

wichtigsten Querschnittsformen. 
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Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maier. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zar Seite steht ^ erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der' Mathematik , Physik^ 
Meehanik) matta. Geographie , Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brfteken- nnd Hochbaues, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in roUständig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen uebst Angabe und Entvrickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann Torständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtspianos folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ordn., gleich- 
berechtigten iiöheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitnngsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land* und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig- Frei- 
willige- und Offiziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Eedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betrelBfen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Dic Yerlagsliaiidlimg, 



Gelöste Aufgaben über die Elasticität und Festigkeit beim Druck. 
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Hillsrechnimgen. 



1). . . 



2). . . 



4 00 . 300 _ 12 
1000000 "" ipo 



cm oder 1,2 mm 



2,34 



= 1,17; 1,17 + 400 = 401,17 



300 . 401,17 _ 3.401,17 1203, 51 

1000000 " 10000 10000 

oder 0,120351cm oder 1,2035 mm 



Nehmen wir das spez. Gewicht von Goss- 
eisen zn 7^8 an, so ist bei 3m Höhe das 
Eigengewicht pro DCentimeter Querschnitt 

G = 300 . 1 . 7,8 Gramm 
oder: 

G = 2,34 kg 

Setzen wir in die obige Bestimmungs- 
gleichnng die entsprechenden Zahlenwerte, 
80 ist: 300 / 2,34\ 

, ^- 1.1000000 r^^ + ~T-i 

oder: 

A = 1,2035 mm (8ieheHilf8rechxi.2) 



Aalgabe 43. Wie gross ist der Elasti- 
citätsmodolns eines Körpers von 100 qcm 
Querschnitt und 25 cm Höhe, wenn derselbe 
durch 2000 kg Belastung um V4ooinm oder 
V4000 cm zusammengedrtlckt wird? 

HÜisrechnung. 

2000 . 25 . 4000 



100 



= 20 . 25 . 4000 
= 500 . 4000 
= 2000000 



Anflösang. Aus Formel 1). in Antwort 
auf Frage 44 ergibt sich für den Elastici- 
tätsmodulus 

E- ^^ 

Setzen wir in diese Gleichung die ent- 
sprechenden Zahlenwerte, so ist 

2000 . 25 



E = 



100. 



oder: 



4000 



E = 2000000 pro ^cm 

(siehe Hilftrechnung). 



Aufgabe 44. Wie stark ist ein Würfel 

aus Gusseisen beiästet, dessen Eantenlänge Aaüösang. Nach der in der Lösung der 

10 cm beträgt und der eine Verkürzung von vorigen Aufgabe benutzten Gleichung ist: 

V40 mm oder V400 cm erleidet? EFX 

Hilisrechnang. 



1000000 . 100 
10 . 400 



100000 



= 25000 



P = 

Li 

oder die entsprechenden Zahlenwerte und 

aus Tabelle auf Seite 38 für E = 1000000 

eingesetzt: ^ 

1000000.10.10. 

^ = - lö— 



400 



oder: 



P = 25000 kg (siehe Hilfarechnmig). 



Aufgabe 45. Welche Last ist nötig, um 
einen Granitblock von 105 cm Länge und 
65 cm Breite zu zermalmen, wenn derFestig- 
keitsmodulus pro Dem 1731kg beträgt? 

Hilfsrechnung. 105.65. 1731 

525 
630 



6825 . 1731 

6825 
20475 
47775 
6825 

11814075 



AoflÖBung. Nach der in Antwort der 
Frage 44 gegebenen Gleichung 3). ist: 

P = Fs 

oder die entsprechenden Zablenwerte eingesetzt : 

P = 105 . 65 . 1731 
oder nach nebenstehender Hilf srechnong : 

P =:t 11814075 kg 

d. h. es würde zum Zermalmen des Granitblocks 
die ansehnliche Last von ca. 12 Millionen Kilo- 
gramm oder 12000 Tonnen nötig sein. 



Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 
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Aufgabe 46. Welche Kantenlänge mass 
ein Fundament von quadratischem Quer- 
•chnitt, aus hartem Kalkstein bestehend, 
erhalten, wenn dasselbe 86000 Zentner mit 
lOfachor Hicherheit tragen soll? 



1). 



«) 



« » * 



Killireohnongen. 
86000 . 50 

' • ao,t) 

18000000:800 ■-- ca. 58500 
1580 

2000 

15iJ0 
1580 

. , V58MH) " 242 
4 

4 l^% 
4$ VKH> 



Anflösung. Nach Formel 7). in Antwort 
auf Frage 44 ist: 

' = Vi . 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt, und zwar aus £rkl. 53 f&r s = 
3,064 pro Quadratmillimeter oder s = 306 
pro Quadratcentimeter, also da bei lOfacher 

Sicherheit S = -^s, f ür S = 30,6 ergibt : 



oder: 
oder: 



.=v- 



36000 . 50 



30,6 

a = V58500 (nehe Hilfnvelui. 1) 

a = ca. 240 cm oder 2,4 m 



A«!^«b«47. Welchen Durchmesser muss 
«tu« c>iUiidrische Saale a). ans Tannenhola, 
bV lois Gasseisen erhalten, wenn dieselbe 
aut 300CN) kf Last in Ansprach glommen 

und im er^tereii Fall S = |^^ ^ im iweiten 

Fall S r . ^\ ,< i^^r^boel wiri? 



AvQösiing. a). Xadi ErkL 57 ist 
s = 4,628 pro Qnadratmülimeter 
oder: ^ = ca. 460 pro Qoidntcentimeter, 
also: S = 46. Nach Fonnel 6). in Antw. 
oof Frage 44 ist abo': 









oder die entsp re c hai dea Zahkonrcrte eiogesetzt: 









A 



rf= 1 4^ 



4.»»» 



> - 






§.14.4« 
Hilf 



1 .n^<5j; 



4 

4 4^j 
}5>4 

^^44 



4 = 



V. Xac:k 4er 
Ta^e^Ie ist i^ 






^>,f^ 






4 ?.K>5^ 
.V,4 



t.^X 



F = A- 



ly 



SS gefebenen 
ier Koefi- 
* = 7150 



M») 



i ^s.^ rr :r.»^ 



/«o«: rif cscivc^iiitaiaiB: 



»-* , 



• • — -4«ik. • •« 






: iv^* 






^ ? =: r^ 5;.' 



miL 






\ 
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Aofgabe 48. Wie dick mOsBen bei 20- 
facber Sicherheit die aas gatem bkrtem 
Kalkstein anfgefahrten Grundmaaem eines 
aas£en 20 m langen and 12 m breiten Ge- 
blLades genommen werden, wenn die Manern 
einen Druck von 8000000 kg zn ertragen 



:n? 



Figur 40. 



Jedes Glied durch 4 geteilt: 



Alle Vorzeichen umgedreht: 



AatlÖ8iui0. Nennt man die Manerdicke x, 
so besteht nach Fig. 40 der ganze Quer- 
schnitt der Gmodmanem ans vier Recht- 
ecken, von denen zwei eine Länge von 20 m 
nnd zwei eine solche von (12 — 2x)ra, alle 
aber eine Breite von xm haben. 
Somit ist der ganze Querschnitt: 
F = 2.20«-t-2(12 — 2«;)x 
' F = 40a! + 24« — 4«' = 64« — 4«' 
Da nun nach Krkl. 63 für harten Kalkstein 

a = 306,4 pro Qaadratcentimeter 
also S = -^ ■ 306,4 

oder S = ca. ISfcg pro Quadrat oentimeter 
oder 150000 kg pro Quadratmeter 
beträgt nnd 



ist, so erldlt man: 

150000(64*— 4ä!») = 
3(64* — 4»') = 



oder; 
oder 



Das Quadrat durch (-^ — i = 64 ergänzt: 
a> — 16a! + 64 = 64 — 13} 
V"«> — 16jr + 64 = V^ 
je— 8 = iVsol V"5ÖJ67"= 7,12 



Ux 



-4«' 



nnd hieraus ergibt sich nach nebenstehen- 
der HilfsrechnnDg : 



c = 8 ±7,12 



141167 
141 



142|2600 

Da das ganze Gebftude nur 12 m Breite hat, 

so kann die Mauer unmöglich 8+7,12 — 15,l2m 

dick sein, und somit ist hier nur der negative 

¥«rt von 7,12 m in Rechnung zu bringen: 

8—7,12 = 0,88m oder 88 cm. 



c). Ungelöste Aufgaben. 

Angabe 49. Welche YerkUrzung erleidet Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
eine 4mm hohe Säule aus Eichenliolz [y = 0,65) gelösten Aufgabe 42. 
in einem Bruchteil ihrer ursprünglichen Länge 
tm^edrUckt, wenn dieselbe bei 45 cm Durch- 
meBser mit 3000 Zentner belastet ist, a). ohne 
Rücksicht auf ihr Eigengewicht, b). mit Rück- 
sicht auf ihr. Eigengewicht? ___^_^__ 



Aufgabe 50. Wie gross ist der Elasticitäts- 



noduluB eines cylindri sehen Körpers, der bei gelösten Aufgabe 43. 
4m Länge und 20 cm Durchmesser mit 125 600kg 
belastet eine Verkürzung von 1,6 mm erleidet? 



Die Auflösui^ erfolgt analog der 



Elasticitäls- und FestigkeiUlehre. 



AniB&be 51. Welche Last ist nötig, mn Jlndtutung. Die Auflegung erfolgt analog der 
eineo Ziegelstein zu zermalmen, dessen Breite gelösten Aufgabe 45. 
25 cm, dessen Dicke 12 cm und dessen Höhe 
6,5cm beträgt, je nachdem derBelbe auf die drei 
verschiedenen Flächen aufgesetzt wird? 



Attfsftbe 52. Welche Eantenlänge masa ein Jtodeiitunf. Die Auflösung erfolgt analog der 
PorphjrwQrfel erhalten, wenn derselbe bei zehn- gelösten Aufgabe 46. 
f acher Sicherheit 2478000 kg tragen soll? 

Antobe 63. Welchen Durchmesser mnss Andautung: Die Auflösung erfolgt analog der 
man einer cylindrischen Säule aus Sandstein gelösten Aufgabe 47. 
(s = 180 pro Rem) geben, wenn dieselbe bei' 
15facher Sicheiteit 8500 kg tragen soll und 
eine Biegung derselben nicht zn befürchten ist? 



Anlgabe 54. Wie dick mflssen die aus Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
bestem Sandstein (« = 300) anfznfilhienden gelösten Aufgabe 48. 
Grundmauern eines 10 m langen und 13 m tiefen 
Gebäudes genommen werden, wenn dieselben 
eisen Druck von 100 000 Zentner bei ISfacher 
Sicherheit zu tragen haben? 



IV. Die Schub- oder Abscherungsfestigkeit. 

a). Gesetze der Sehnt)- oder Absehernngsfestlgkeit. 



Frage 45. Unter welcheD Umständen 
wird ein Körper anf Schub- oder Absche- 
rnuggfestigkeit in Anspruch genommen? 



Antwort. Ein Körper wird auf Schob- 
oder Abscheroogsfeatigkeit in Ansprach ge- 
nommen, wenn man ihn mittels einer Schere 
durchschneidet, wie z. B. die Eisenbarren 
und Bleche, welche mittels der Luppen- 
schere ond Blechschere eine Trennung ihrer 
Teilchen erfahren. Es bildet hierbei der 
eine Backen der Schere eine 
feste Fläche ond der andere 
enthalt die scherende Kraft. 
Ebenso werden die Niet- 
bolzen einer Blech Verbin- 
dung (s. Fig. 41) oder wird 
der Keil einer Stangen Ver- 
bindung auf Schub- ond 
Scherfestigkeit in Ansprach 
genommen, wenn eine hin- 
reichend grosse Kraft in der Ebene der 
Bleche etc. senkrecht gegen die Nieten 
wirksam ist. Es entstehen alsdann in den 
Flächenelementen Schub- oder Tangential- 
spannungen s. Ein Verbiegen des Körpers 
ist infolge der geringen Länge desselben 
nicht möglich, daher muss bei zq grosser 
Belastung eine Zerteilang des Körpers in 
seinem Querschnitt F erfolgen. Die Ebene, 
in der der Körper festgehalten wird nnd 
diejenige, in welcher die Kraft wirkt, sind 
parallel zu einander ond liegen einander 
onendlich nahe. 



Ueber die Schub- oder Abscherungsfestigkeit. (Jg 

Frage 46. Wie lautet das Gesetz über 
die Schub- oder Scherfestigkeit? Antwort. Das Gleichgewicht zwischen 

der beanspruchenden Kraft und der Festig- 
keit des betreffenden Körpers gegen Ab- 
scheren stellt sich fttr gewöhnlich in der- 
selben Weise dar, wie für Druck und Zug, 
d. h. es ist die Widerstandsfähigkeit eines 
auf Schub- oder Scherfestigkeit beanspruch- 
ten Körpers direkt proportional dem Quer- 
schnitt. Der Modulus dieser Festigkeit ist 
Erkl. 59. Für « ist in den nebenstehenden nahezu gleich dem Modulus der absoluten 
Fonneln der Sicherheitsmodulus , der Trag- Festigkeit, deshalb kann man bei wirklichen 
modulus oder der Festigkeitsmodulus aus den Berechnungen diesen letzteren oder bei ge- 
gegebenen ' Tabellen zu setzen, le nachdem die t>^ i. iTii«^_ ... 

Beanspruchung sein soll entsprechend der zu- nauerer Berechnung als Erfahrungswert Vs 
lässigen Belastung, der Belastung an der Elasti- ^^^s letzteren anwenden, 
citätsgrenze oder dem Bruch; denn die Formeln ' Ast der Inhalt des fraglichen Querschnitts 
gelten auch für solche Fälle, wo eine wirkliche = F und die Spannung pro Flächeneinheit 
Trennung der auf Abscherung beanspruchten desselben = s, so ergibt sich die Gleichung: 

Flächen bezweckt wird, also für das Abscheren, - . p _ 

Abschneiden, Durchstossen und. Durchbohren ^) " — ^ ^ 

mittels hierzu geeigneter Maschinen. oder es ist der Flächeninhalt: 

2) F = ^ 

^ 8 

Diese Gleichung kann auch benützt wer- 
den zur Bestimmung der erforderlichen 
Querschnittsflächen der Niete bei Blech- 
verbindnngen. 

Ist der Querschnitt wie in Fig. 41 ein 
Kreis vom Durchmesser d, so ist 

also 

3). .... .ä = Y^ 

Ist der Querschnitt aber ein Rechteck 
von den Seiten h und h, so ist 

F = bh 
und folglich 

P ^ 

4). . . & == — r- oder h = 



sh sb 



b). Grelöste Aufgaben. 

Aulgabe 55. Welche Kraft muss aufge- 
wendet werden, wenn ein Schmiedeeisen- 
barren Yon 4 cm Dicke und 12 cm Breite Auflösung. Nach Tabelle auf Seite 38 
mittels der Luppenschere durchgeschnitten ist der Modulus der absoluten Festigkeit 
werden soll? für dickere Stäbe aus Schmiedeeisen s = 

3300 pro Quadratcentimeter; nehmen wir 

Hilfsrechnung. nun die obige Gleichung 1). P = F5 zu* 

4 12 3300 = 48 3300 ^^^^® ^^^ setzen die gegebenen Werte ein, 

— ^77 — so ist, da F = 4 . 12 cm beträgt : 

144 P = 4 . 12 . 3300 

" T584ÖÖ oder: P = 158400 kg. 



70 



Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



Anfgabe 56. Es sollen zwei Blechplatten 
nach der in Fig. 41 angegebenen Weise 
durch drei gleich starke Niete yerbunden 
werden. Welchen ünrehmesser erhalten 
dieselben, wenn die in Richtung der Blech- 
platten wirksame Abscherungskraft 5100 kg 
beträgt? 



Hillsrechnung. 

1700 _ 17 __ 



Vl,|35|3 = 1,17 



425 
314 



425:314 = 1,353 
314* 



JllO 
942 



2|35 
21 



1680 
1590 

1110 



2211430 
1489 



Auflösung. Denken wir uns die ab- 
scherende Kraft auf alle drei Nieten gleich- 
massig verteilt, so kommt auf jede £e Be- 
lastung 

P = li^ oder 1700 kg 

o 

nach der obigen Formel 2). ist nun: 

P 



F = 



8 



oder die entsprechenden Zahlenwerte und 
aus Tabelle Seite 32 für s = 400 kg pro 
Quadratcentimeter (siehe unter Schub c. Guss- 
stahl) eingesetzt: 

„ 1700 , .^^ 
F = .^^ oder 4,25 



400 



und somit 



i 



oder: 



^ V 3,14 



d = 2,34 cm 

(siehe nebenstehende Hilfsrechnnng). 



NB. Selbstverständlich ist in allen Fällen, 
wo mehrere in einer Eeihe befindliche 
Niete an dem Widerstand gegen die ab- 
scherende Kraft sich beteiligen, für P der- 
jenige Bruchteil der ganzen Kraft in Rech- 
nung zu bringen, welcher bei der Verteilung 
auf das einzelne Niet fällt. 



Aulgabe 57. Bis zu welcher Stärke kann 
man Eisenbleche mit dem Stempel einer 
Durchstoss- oder Lochmaschine lochen, wenn 
der grösste Stempel der Maschine 3 cm 
Durchmesser hat und mit einem Druck von 
50 000 kg abwärts bewegt wird und der 
Widerstand gegen das Lochen erfahrungs- 
mässig 4300 kg pro Quadratcentimeter ist? 

Hilfereohnung. 

50000 500 



3,14 . 3 . 4300 
3,14 . 3 . 43 



3,14.3.43 



= 3,14.129 

2826 
3768 . 

405,06 



50000:40506 = 1,234 
40506 

94940 
81012 



139280 
12151 8 

177620 



Aullösung. Wenn in ein Blech ein kreis- 
rundes Loch geschlagen wird, so ergibt 
sich als Begrenzung desselben eine cylin- 
drische Fläche vom Stempeldurchmesser d 
und der Höhe oder Blechstärke <f, das ist 
im vorliegenden Fall der fragliche Bruch- 
querschnitt: 

F = ndö 

und wenn wir diesen Wert in die Formel 

P = Fs 
einsetzen, so ergibt sich: 

P == ndös 
oder da nach der Blechstärke gefragt ist: 

nda 
oder die entsprechenden Zahlenwerte und 
für s = 4300 eingesetzt: 

_ 50000 

^ "~ 3,14 . 3 . 4300 
oder: 

Ö = 1,234 cm (siehe Hilfsrechn.) 



Gelöste Aufgaben Ober die Schub- oder AbscheruDgsfestigkeit. 



Aufgabe 58. Wie weit moss man das 
Loch eines Zapfens, welches b ^ 5cm breit 
nnd d ^ 8 cm tief ist, vom Balkenende ab- 
stehen lassen, damit der vorhandene Druck, 
iD der um 45" geaeigten hölzernen Strebe, 
P := 3000 kg nicht ein Heransschi eben des 
stehen bleibenden Holzes vemrsacht nnd 
wenn man die zulässige BeansprncliuDg fUr 
Fichtenholz s ^ 7 kg pro Qnadratcenti- 
meter annehmen kann? 



Figur 42. 



Anflöstmg. Es sind in dem vorliegenden 
Fall drei Abschernngs&ächen , eine wage- 
rechte na und zwei senkrechte on und cm 
vorhanden (siehe Fig. 42). Bezeichnen wir 
die gesuchte Entfernung mit e, so ist der 
Inhalt der horizontalen Fläche = be und 
der Inhalt der beiden vertikalen Flächen 
= 2de oder 

F = be + 2de 
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 
P = Fa 
so ergibt sich: 

P = e(b + 2ä)8 
oder fQr die gesncbte Grösse: 



Hilisr edmtm gen. 

> . cos 45» = log 3000 + log ci 
log 3000 = 3,4771213 



- {6 + 2d). 

Nun ist bei einem Winkel von 45° die 
auf Abscbening wirkende Horizontalkraft: 

P = 3000 . cos 45" 
oder: P = 2121kg (iiehe Eiifiisciui. i) 

setzen wir in die obige Bestimmnngsglei- 
chnng für P den soeben berechneten Wert 
nnd für die Hbrigen GrCssen die entspre- 
chenden Zahlenwerte, so erhalten wir: 
2121 



log cos 45» 

logp =r" 

niidiin: nnm-log P oder P = 



?,8494850- 
,3266063 
2121,3 kg 



10 



(5-1-2.8)7 
e ;= 14V3 cm 



Aufgabe 69. Dnrch eine Blechtafel von 
1,2 cm Dicke soll ein Loch von l.A cm 
Durchmesser gestossen werden. 
Kraft ist dozn erforderlich? 

HilfBreohnTuig. 

3,14.1,6 . 1,2.4300 



' Auflösung. Wie schon bei Aufgabe 57 
' bemerkt wurde, ist der Widerstand gegen 

das Lochen 4300 kg pro Qnadratcentimeter 

and die abzuscherende Fläche: 

F = jrdrf 
also, da 

P = Fs 
oder: 
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5,024 . 51 60 

S0144 
5024 
25120 

25923,'84 



ist, so ergibt sieb unter Einsetzung der ge- 
gebenen Zablenwerte: 

P = 3,14.1,6.1,2.4800 



oder: 



P = 25924 kg (lielie Hilfirechn.) 



c). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 60. Welche Schubbelastung kann Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

ein nach Art der Fig. 43 angeordneter Chamier- gelösten Aufgabe 55 und ist zu berücksichtigen, 

bolzen von 5,5 cm Durchmesser mit Sicherheit dass sich in diesem* Fall die abscherende Ejraft 

tragen, wenn er an beiden Enden festgehalten auf zwei Bolzenquerschnitte yerteilt, also 

gedacht wird und die Spannung s = */5»800 P = 2F« 
oder s = 640 kg pro Quadratcentimeter ange- 

nommen wird? Figur 43. 




Aufgabe 61. Welchen Durchmesser erhält Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

der in Fig. 43 dargestellte Bolzen, wenn er lösten Aufgabe 56 (f = ^) 
einer Kraft von 12 000 kg sicher widerstehen ® ® v 2*/ 

soll und 8 nur zu 400 kg pro Quadratcentimeter 
in Rechnung gebracht werden soll? 

Aufgabe 62. In einer hölzernen Strebe, Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
die um 30^ geneigt ist, ist ein Druck von gelösten Aufgabe 58. 
5000 kg vorhanden. Es soll berechnet werden, 
wie gross der Abstand des Zapfens vom Ende 
des horizontalen Balkens sein muss, damit das 
vom Zapfen erfasste Stück des letzteren nicht 
ausgeschert wird (« = 7 kg pro Quadratcenti- 
meter) , das Zapfenloch habe 6 cm Breite und 
6 cm Tiefe? 

Aufgabe 63. Welche Kraft ist nötig zum Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Lochen eines 1 cm starken Bleches, bei 2 cm gelösten Aufgabe 59. 
Lo'chdurchmesser (s sei 3500 kg pro Quadrat- 
centimeter) ? 



V. Die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit. 

a). Theorie der relativen Elastieität und Festigkeit. 



Frage 47. Was versteht man nnter re- 
lativer oder respektiver Festigkeit der 
Körper und wie gelangt man im allgemeinen 
zur Kenntnis derselben? 



Antwort. Relative oder respektive 
Festigkeit der Körper nennt man diejenige 
Stärke derselben, mit welcher sie einer aaf 
ihre Längenaebse normal wirkenden Kraft 
entgegenstreben. Nimmt man hierbei in 
gleicher Weise Körper von gegebenen Di- 



lieber die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit 
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ErkL 60. Das Maximum lat. (Superlativ oder 
höchste Steigerungsstufe von magnus = gross) 
das Grösste, Höchste, die grösste Menge, das 
grösste Gewicht, die höchste Zahl, im Gegen- 
satz von 

Minimum (Superlativ von minor, d. i. klei- 
ner, geringer, weniger), das Kleinste oder Ge- 
ringste, Mindeste; besonders das kleinste Mass, 
der geringste oder niedrigste Grad einer Grösse. 



mensionen, nnd beschwert sie mit einer 
Last in Kilogramm aasgedrückt so lange 
bis sie zerbrechen, so gibt das hierzu an- 
gewandte Gewicht das Maximum^) ihrer re- 
lativen Festigkeit. Da dieser Gegenstand 
auf gleiche Weise and wohl noch mehr 
von praktischem Nutzen ist als die Kennt- 
nis der absolaten Festigkeit, so hat man 
sich bemüht, ihn durch theoretische Unter- 
snchungen und praktische Erfahrungen ge- 
nau zu ergründen. 



i) Siehe Erkl. 60. 



Frage 48. Was ist an einem prisma- 
tischen Balken zu beobachten, wenn der- 
selbe in horizontaler Bichtung mit dem einen 
Ende unveränderlich befestigt, am entgegen- 
gesetzten Ende durch ein Gewicht belastet 
wird? 

Figur 44. 




Antwort. Wenn man das eine Ende 
eines prismatischen Balkens in horizontaler 
Lage einspannt, z. B. in eine senkrechte 
Wand WW einmauert und das andere freie 
Ende desselben mit einem Gewicht belastet, 
so wird durch diese Belastung eine Biegung 
des Balkens hervorgebracht; der vorher ge- 
radlinige Balken nimmt eine krummlinige 
Form an, deren auswärts gewölbte oder 
konvexe Seite nach oben gerichtet ist (siehe 
Fig. 44). 



Frage 49. Was versteht man unter der 
neutralen Faserschicht oder der ela- 
stischen Fläche? 



Antwort. Stellt man sich vor, dass der 
Balken aus lauter parallelen, in unverschieb- 
barer Lage aneinander befestigten Längs- 
fasem, sog. Kohäsionsbändern, bestehe (ganz 
abgesehen davon, ob die Zusammensetzung 
seiner Teile, sein Gefüge oder seine Struktur 
im physikalischen Sinn wirklich faserig ist 
oder nicht), so sieht man sofort, dass bei 
eintretender Biegung die oberen Fasern 
ausgedehnt, die unteren zusammen- 
gedrückt werden. Zwischen der obersten 
und untersten Faserschicht muss irgendwo 
eine mittlere Faserschicht sich befinden, 
welche weder eine Verlängerung noch eine 
Verkürzung erleidet; diese mittlere Faser- 
schicht AB (Fig. 44) wird die neutrale 
Faserschicht oder die elastische Flä- 
che genannt. 



Frage 50. Durch die Verlängerungen 
resp. Verkürzungen der einzelnen Faser- 
schichten kommt die Elasticität des Balkens Antwort. Durch die Verlängerungen resp. 
in welcher Art und Weise zur Wirkung? Verkürzungen der einzelnen Faserschichten 
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EtU. Sl. In der Regel sind alle Körper treteninfolgederElasticiUtinjederderselben 

mehr oder weniger elastisch und werden sich SpannuDgen auf, welche der Formverände- 

daher unter der drückenden Last erst biegen, j^^g entgegenwirken und den Balken wieder 

ehe sie zerbrechen. Dieses Biegen iflt_ aber mit gerade streckeD, sobald die biegende Kraft 



t aber mit . 
emem Herabsinken der gedrllAtM^ Teile jw^ ^ (vorausgesetzt, dass letztere den 
bunden, wozu eine gewiss« Zeit erfordert w.rd „ ^ fnnPrhMh dU F.UBti<.itftt .«n-fin7.fi 



Hört dann der Druck der Last früher auf; Balken nnr innerhalb der ElaBticitätagrenze 

oder geht derselbe zu einer anderen Stelle über, beansprucht hat). 

ehe der tragende Teil so tief herabgesunken ist. 

dass seine Fasern oder Fibern zerreissen, so 

wird er über seine Tragkraft belastet werden 

können. Anwendungen hiervon gibt das Laufen 

über dünne Bretter, über dUnnes Eis etc. 



Frage 51. Welches Gesetz gilt über die 
Länge nveränderangen resp. über die Span- 
nungen der einzelnen Faserabschnitte ? 



Antwort. Die Längenänderangen 
der einzelnen Fasernabschnitte ver- 
halten sich wie ihre Abstände von 
der neutralen Faser, und da nach dem 
Klasticitätsgesetz die Spannung der Längen- 
veränderung proportional ist, so verhal- 
ten sich auch die Spannungen der 
einzelnen FasernabBchnitte wie ihre 
Abstände von der neutralen Faser. 



Frage 
gibt sich 
Gesetzes ? 



Aus welcher Betrachtung er- 
die Richtigkeit des vorstehenden 



Antwort. Die Richtigkeit des vorstehen- 
den Gesetzes lässt sich durch folgende 6e- 
trachtang nachweisen: Die Yerlängerongen 
der oberen und die VerkQrzuogen der unteren 
Fasern sind offenbar um so grosser, je weiter 
die Fasern von der neutralen Schicht ent- 
fernt liegen. Nehmen wir an, dass die ein- 
zelnen Querschnitts ebenen des Balkens, wel- 
che vor dem Einireten der Biegung recht- 
winklig zur horizontalen Achse des Balkens 
standen, auch nach eingetretener Biegung 
noch ihre ebene Form und ihre rechtwink- 
lige Lage zu der nunmehr gekrümmten 
Achsenlinie des Balkens beigehalten, so 
werden die beiden, sehr nahe bei einander 
liegenden QuerschnittE ebenen AB und EF 
(siehe Fig. 45), welche vorher einander pa- 
rallel waren, beim Eintreten der Biegung 
die gegeneinander geneigten oder konver- 
gierenden Lagen AB und CD annehmen. 
Die zwischen diesen beiden QnerEchnitts- 
eheuen liegenden Fasem-Abachnitte hatten 
vor dem Eintreten der Biegung^ämtlich 
die gleiche Länge MN = AE = BF, wäh- 
renddie zwischen den beiden Ebenen ßF 
und Ci5 liegenden Teilchen die Längenver- 
ändemngen der einzelnen Fasemabschnitte 
bei eingetretener Biegang darstellen. Kach 
Fig. 45 ist aber 
"HG :TC = MG : MC ') 
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ErkL 62. Ein Lehrsatz aus der Planimetrie oder, wenn man mit s die Spannung (pro 
sagt, dass sich die Peripherien verschiedener Quadratmillimeter des Querschnitts) für die 
Kreise zu einander verhalten wie ihre Radien, ^^ Abstand MG = v von der Neutralen 
folghch verhalten sich auch die Längen der i^efindliche Faser GH bezeichnet, und mit 
Kreisbogen, welche zu gleichen Zentriwinkeln « j- o / r\ ^ *-«-ii:V«^*«« j^« 

gehören, wie die zugehörigen Radien. Denkt S ^^e Spannung (pro Quadratmilhnaeter des 
man sich nun die Biegung eines freien elasti- Querschnitts) für die im Abstand MC = i 
sehen Stabes (z. B. von Kautschuk) so lange befindliche Faser FC, so ist: 
fortgesetzt, bis beide £nden zusammenstossen, c __ ^ . y 

so bilden die Aussen- und Innenfläche zwei kon- , ^ ' ^ ' 

zentrische Kreise und erhalten folglich ungleiche ^^^^ ' „ 

Längen, Die äussere Fläche hat eine Dehnung ,\ s := 

erlitten, und ihr Widerstand gegen diese be- ^ Y 

dmgt einen Zentraldruck, durch welchen der ,, j:^r««x««^j««o«««««««;«A5««^ 
innere Raum eine Verdichtung und somit die i^' ^^e Grösse der Spannung in einer 
konzentrische Innenfläche des Stabs eine Ver- Faser ist proportional dem Abstand 
kürzung erfahren muss. Die Kraft, welche dieser von der neutralen Schicht, 
dieses letztere herbeiführt, ist der dehnenden ^g^g ^jg^ vorerwähnten Gesetz entspricht. 
Kraft an der Oberfläche gleich. 

Aehnliche Einwirkungen zeigen sich begreife 
lieh bei jedem Bogenstück eines gebogenen 
elastischen Stabs und müssen verhältnismässig 
anch an dem an einem Ende festgeklemmten, 
am andern Ende belasteten Stab zum Vor- 
schein kommen. 



Frage 53. Wie bestimmt man die to- 
tale Spannung irgend einer Faser? Antwort. Um die totale Spannung 

irgend einer Faser zu bestimmen, multi- 

Erkl. 63. Die durch nebenstehende Formel Pli^^rt man die pro Quadratmillimeter ihrer 
ausgedruckte totale Spannung ist als eine Zug- Querschnittsfläche gefundene Spannung mit 
Spannung oder positive Spannung anzusehen, der Anzahl der Quadratmillimeter, welche 
wenn die betreffende Faser oberhalb der neu- ihre Querschnittsfläche enthält. Bezeichnet 
tralen Schicht NM liegt, als eine Druck- man also mit /* den Flächeninhalt der Quer- 
spannung oder negative Spannung dagegen, schnittsfläche des in der Entfernung y von 
wenn dieselbe unterhalb der neutralen Schicht ^^j. Neutralen befindlichen Streifens G H 
MNhegt. Der nebenstehende Ausdru^^^^ (siehe Fig. 45), so ist die totale Span- 
daher als allgemein giltiger Ausdruck für die ^ j ° . j t:i *r ,^« j«« 
Spannung irglnd einer im Abstand y von der ^«°g der m der Entfernung • y von der 
Neutralen befindlichen Faser betrachtet werden. Neutralen NM hegenden Faserschicht: 

2). . . . $f = S--|--/* 



Frage 54. Setzen wir voraus, die Kraft 
P sei nur so gross, dass eine schwache 

Biegung innerhalb der Elasticitätsgrenze er- Antwort. Um die Bedingungen des 
folgt, so wird der Balken eine neue Gleich- Gleichgewichts zu ermitteln , denken wir 
gewichtslage annehmen. Aus welcher Be- uns, es stelle Fig. 46 den Längendurch- 
trachtung ergeben sich die Bedingungen schnitt des ursprünglich prismatischen Stabs 
dieser neuen Gleichgewichtslage? vor, der bei WW in eine Wand einge- 

mauert und an seinem freien Ende durch 
ein Gewicht P gebogen sei. Die Linie 
OjNMO bezeichnet die Lage seiner neu- 
tralen Schicht. Ein beliebig kleiner Ab- 
schnitt des Stabes hatte vor der Biegung 
die Gestalt AB FE, welche sich infolge der 
Biegung in AB CD veränderte. Die oberste 
Faserschicht erfuhr dadurch auf die Strecke 
BF die Dehnung FC, dije unterste Faser- 
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Erkl. 64. Oberhalb der Neutralen WV {siehe 
Fig. 47] wirken die SpannungB widerstände von 
rechts nach links, unterhalb derselben von links 
nach rechts. Die Summe dieser Kräfte muss 
somit gleich Null sein Nach der in Antw. auf 
Frage 53 gegebenen Gleichung ist also : 



Schicht aE dagegeD^ eine gleich grosse Zn- 
sammendrackang DE, nährend die Dentrale 
Schicht WO. weder eine VerlängeroDg noch 
eine Verkürzung erlitt, so, dass wir die 
Biegang an dieserStelle als eine Drehung 
des Qnerschnitts EF nm die durch M ge- 
legte Horizontallinie WT (siehe Fig. 47) 
als Drehungsachse auffassen können, deren 
Grösse gleich dem Winkel a ist, welcher 
(siehe Fig. 46) entsteht, wenn die beiden 
konvergierenden Linien Ä~B" nnd CD bis za 
ihrem Durchschnitt verlängert werden. Da- 
mit sind wir nun anch im stände, die Gleich- 
gewichtsbedingung für den gebogenen Stab 
aufzustellen. Diese Bedingung ist, dass dem 
gedrehten Querschnitt durch die elastischen 
Kräfte ein ebenso grosses Drehnngsmoment 
nach rückwärts erteilt wird, als ihm durch 
das Gewicht P nach entgegengesetzter Bich- 
tnng (Uhrzeigerrichtung) gegeben wird. Wir 
können nun CMO als einen Winkelhebel 
ansehen, an dessen einem Arm WQ ^ x 
(siehe Fig. 47 und 48) in das Gewicht 
oder die biegende Kraft P angreift, und 
dessen anderer Arm durch den Querschnitt 
CMD gegeben ist, an dessen sämtlichen 
Punkten Kräfte angreifen, welche ihn in 
seine frühere Lage zurückzuziehen suchen. 

Figur 47. 



44-»f)-o 



oder wenn man die Grösse ^ als gemeinschaft- 
licbeoFaktor aller unter dem Summationsz eichen 
vereinigten Glieder fortlässt, so erhält man: 
4) Z{fi,) = 

Erkl. 65. Die obenstehende Gleich. 4). zeigt, 
dass die Momentensumme sämtlicher Flächen- 
teitchen der Querschnittsfläche in Bezug auf 
den in der neutralen Faserschicht liegenden 
HorizontaldurchmesBer TW, welcher die neu- 
trale Achse genannt wird, gleich Null ist, 
d. h. es ist kein Bestreben zur Verschiebung 
des betreffenden Querschnitts nach der Längen- 
richtung des Balkens vorhanden. 

Nach der Lehre vom Schwerpunkt (siebe 
JR. Klimpert, Lehrbuch der Statik) kann statt 
dieser Momentensumme auch das Produkt aus 
der ganzen Querschnittsfläche und dem Abstand , „ j„„ :„ .„,„ „„r i7.„„„ m „._-ko 
ihres Schwerpunkts von jener Achse gesetzt ^°^ ^"'^ i" *"'"■ ^.^^ ^','^8? 51 gegebe- 
werden, und da dieses Produkt gleich Null i8t, neu besetz folgt, dass ii^end eme beliebige 
so folgt daraus, dass der Schwerpunkt der Quer- Faserschicht, irgend ein Kohäsionsband in 
Schnittsfläche in d erneutralen Achse VW (Fig. der Entfernung y (z.B. die Faserschicht KH, 
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47) liegt. Durch obenstehende Gleichung 3). 
wird also die Lage der neutralen Achse be- 
stimmt; diese Gleichung drückt aus: 

dass die neutrale Faserschicht die- 
jenige ist, welche durch die Schwer- 
punkte sämtlicher Querschnittsflä- 
chen hindurchgeht. 



Figijr 48. 




Erkl. 66. Zur vorläufigen Erklärung des 
hier auftretenden Begriffs des Trägheits- 
moments, welcher in dem Lehrbuch der 
„Dynamik" dieser Encyklopädie eingehender 
erörtert wird, diene folgendes: 

Wenn ein Körper eine fortschreitende 
Bewegung ausführt, so haben seine sämt- 
lichen Punkte gleiche Geschwindigkeiten, d. h. 
sie durchlaufen in gleichen Zeiten gleiche Wege. 
Bei einer drehenden Bewegung eines Körpers 
dagegen sind die Gesch^ndigkeiten seiner ein- 
zelnen Punkte sehr ungleich, und wenn wir uns 
ein sich drehendes Schwungrad denken, so sind 
offenbar die Geschwindigkeiten der von der 
Achse am entferntesten liegenden Teilchen am 
grö8sten,und die Geschwindigkeiten der der Achse 
am nächsten liegenden Teilchen am kleinsten. 
Da nun, wie in der Lehre von der Dynamik 
nachgewiesen wird, die einem Körper von der 
Masse m und der Geschwindigkeit v innewoh- 
nende lebendige Kraft oder sein Bewegungs- 
vermögen i 

]c = — mv^ 

beträgt, so muss man, um die gesamte leben- 
dige Kraft eines rotierenden Körpers zu ermit- 
tehi, die lebendige Kraft eines jeden seiner ma- 
teriellen Punkte von der Masse m und der Ge- 



Fig. 47) von der Mitte M, weniger gedehnt 
wird als die äusserste Faserschicht, welche 
sich in der Entfernung Y von der Mitte M 
befindet, und bezeichnen wir die Yerlänge- 
rung der äassersten Faserscbicht mit A^, so 

ist ganz aligemein -^ die Verlängerung der 

Faserscbicht KH (Fig. 47) in der Entfer- 
nung y von der Mitte M. Dasselbe gilt 
für die untere Hälfte des Stabes, sobald 
man den Wert ^i als die der äassersten 
Faserschicht zugehörige Verkürzung ansieht. 
Da nun nach Antw. auf Frage 51 der 
Spannnngswiderstand S der Längenverän- 
dernng ^i proportional ist, so folgt daraus, 
dass derselbe im Verhältnis der Grösse von 

-J^ gegen die Mitte hin sich vermindert 

(siehe Gleich. 1). in Antw. auf Frage 52). 

Fttr die Dehnung A^, die der Längen- 
einheit entspricht, ist der elastische Wider- 
stand, bezogen auf Iqmm Querschnittsfläche: 

S = A^E 

denn durch die dehnende Kraft E, den 
Elasticitätsmodulus , würde eine Dehnung 
= 1 erzielt werden müssen. Die Dehnung 

-^ bezogen wie voifher auf die Längenein- 
heit und 1 qmm Querschnitt, entspricht also 
ganz allgemein dem Spannungswiderstand: 

^y _ jiiEj^ 
Y "" Y 
Dies gilt für jeden Punkt der Querschnitts- 
fläche des gebogenen Stabs von M bis G 
(Fig. 47 und 48) aufwärts, sowie von M 
bis D abwärts, wenn man im letzteren Fall 
statt Dehnung sagt Zusammendrückung. 

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingun- 
gen erfordern nun, dass die algebraische 
Summe der statischen Momente sämtlicher 
auf das vom ganzen Balken abgetrennte 
Stück MO wirkenden Kräfte in Bezug auf 
die neutrale Achse VW (Fig. 47) gleich 
Null ist. Es muss also das statische Mo- 
ment der Kraft P, welche an dem Hebel- 
arm MO == o; wirkt und für sich allein 
eine Drehung in Eichtung der Uhrzeiger 
hervorbringen würde, siehe Fig. 48, gleich 
der Summe der statischen Momente Aller 
Spannungswiderstände sein, deren jeder für 
sich allein an dem Hebelarm y^, Vi.^^yn ^^c. 
eine der Uhrzeigerrichtung entgegengesetzte 
Drehung um M hervorbringen würde. 

Die Kraft P bildet mit ihrem Arm x das 
„Biegungsmoment^': 

M^ = Pa: 
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schwindigkeit v summieren und erhält auf diese und die in sämtlichen Flächenelementen 
^ßise: j^ __ 2; /Jl fnv^y auftretenden Spannungen: 

Wenn sich nun der Körper mit einer Ge- S-^f, S-^f, S^-f etc. 

schwindigkeit umdreht, so dass ein Punkt in ^ ^ ^ 

der Entfernung von 1 Meter Ton der Drehachse bilden, an den zugehörigen Hebelarmen y^, 

eine Geschwindigkeit von W besitzt, und W y^...yn (d.h. in den Entfernungen ^p ^2 •• • 

z. B. = 2 Meter angenommen wird, so ist die y^ von dem Drehpunkt M) wirkend , das 

Geschwindigkeit eines in der Entfernung r von Spannungsmoment: 
der Drehachse benndhchen Punktes offenbar / 

V = r W (oder wenn r = 2, 8, 4, . .. « Meter be- ^ ( g JL / t/ ) 
trägt, dann ist v = 2.2, 2.3, 2.4, ... 2n Meter) \ Y ' ^/ 

und wenn man in analoger Weise die Geschwin- welches für den Fall des Gleichgewichts 

digkeit eines jeden der übrigen materiellen ^^^ Biegungsmoment der Kraft P gleich 

Punkte durch seme Entfernung von der Dreh- j ^ Folglich ist: 

achse und die sog. Winkelgeschwindigkeit W *"»*«"'. e 

in der Entfernung „eins" von der Drehachse ^x ^f^-^A — P/r 

ausdrückt, so erhält man für die lebendige Kraft »j. . . . ^yi ^ rj — ^^ 

Jer Form ''''^''' ^'Ti' '"'"''' ^'""^"''"^ '"• <^^^^ das Widerstandsmoment der Fa- 
L = ^•(ymr'W^) sernspannungen ist gleich dem Mo- 

Die Grösse ^^W^ ist gemeinschaftiicher Fak- ^^^^ ^^r biegenden Kraft, 
tor aller unter dem Summationszeichen vereinig- j)Iq Grösse 4- als gemeinschaftlicher Fak- 
ten Glieder und kann deshalb vor das Summa- ^ 

tionszeichen gesetzt werden; es ist also: tor aller unter dem Summationszeichen ver- 

L -- JL^w^s 2(mr^) einigten Glieder kann auch vor das Sum- 

2 , ,. r. mationszeichen gesetzt werden, also ist: 

Der Ausdruck 2{mr^) bedeutet die Summe 

der Produkte aus allen einzelnen Massenteilchen q\ ^^(fy2\ = pa; 

des Körpers in die Quadrate ihrer Abstände Y ^ ^ 

von der Drehachse un4 wird das Trägheits- j^ ^ji^ser Gleichung bedeutet ^(M die 

moment des Körpers m Bezug auf diese Dreh- g^^^^^^ ^^^^^ Produkte aus den einzelnen 

äain'ift ' ^^^^'^^^^'^^ ^^^'^'^' °^^tT, Flächenteilchen der Querschnittsfläche mal 

L = y W^. T , dem Quadrat ihres Abstandes von der Dreh- 
achse (d. h. von der neutralen Achse). Die- 

Erkl. 67. Die Form des Ausdrucks für das senAusdruck bezeichnet man mit dem Namen 

Trägheitsmoment: Trägheitsmoment der Qnerschnitts- 

T = ^ify^) fläche und bezeichnet ihn mit T, und so 

lässt erkennen, dass dasselbe von der Anzahl nimmt die Gleich. 6). die einfachere Form an : 
der Flächenelemente f und von ihrer Anord- 

nung zur neutralen, durch den Schwerpunkt rj\ _X = Pa; 

der Fläche gehenden Achse abhängt. Das ist Y 

wohl zu beachten, da es für die Wahl der Dieser Ausdruck zeigt, bis zu welcher 

Querschmttsform emes auf Bi^^^^^ beanspruch- g ^ j^ ^ ^^^ Festigkeit des Stabes 

ten Korpers von Wichtigkeit ist. ^^ ^^^ g^^^^^ ^^ welcher die Einwirkung 

Erkl. 68. In der nebenstehenden Gleichung 7). die grösste war, in. Anspruch genommen 
bedeutet S die Spannung pro Quadratmillimeter worden ist. 
des Querschnitts für die im Abstand Y von der 
neutralen Schicht befindliche Faser, also, wenn 
man, wie hier angenommen wurde, unter Y die 
Entfernung der am weitesten von der Neu- 
tralen entfernt liegenden Faser versteht, so 
bezeichnet p ^ 

8) 8 = -^--^ 

die stärkste Spannung, welche in der ganzen 
Querschnittsfläche vorkommt. Letztere ist eine 
Zugspannung, wenn die beiden Grössen Po; und 

Y beide positiv oder beide negativ sind, eine 
Druckspannung dagegen, wenn von den beiden 
Grössen Y und Po; die eine positiv, die andere 
negativ ist. 
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Frage 55. Was ist aus der vorstehenden 
Gleichung 7). resp. 8 in Bezug auf die in 
den verschiedenen Querschnitten herrschen- 
den Spannungen ersichtlich, und wie lautet 

das Cresetz des Gleichgewichts bei einem auf Antwort. Aus Gleichung 7). resp. 8). 
Biegung in Anspruch genommenen Körper? ergibt sich, dass die in einem Querschnitt 

vorkommende grösste Spannung an den ver- 
schiedenen Stellen des Balkens verschiedene 

Erkl. 69. FasBt man den Quotient -^ , d. h. Grössen hat, denn die Grösse S hängt ab 

1 von dem Moment der biegenden Kraft und 

den Quotient aus Trägheitsmoment und Abstand ^i^d um so kleiner, je kleiner der Hebel- 

der äussersten Faserschicht von der neutralen ^rm x wird, d. h. je näher der Querschnitt 

Achse als eme für prismatische Stabe von der- ^^^ k^^^ii„ i * rk j xr xf ü i- * 

selben Querschnittsform konstante (unveränder- ^^°^ Angriffspunkt der Kraft P hegt, 

liehe) Grösse auf und bezeichnet man dieselbe «agegen wird S um so grösser, je grösser 

mit rp der Hebelarm x, d. h. je weiter die Quer- 

10) Q = _. Schnittsfläche vom Angriffspunkt der Kraft 

^ entfernt ist, und erreicht seinen grössten 

das ist Querschnittsmodulus oder Quer- Wert in demjenigen Querschnitt, welcher 

Schnittskoeffizient oder Widerstands- mit der Befestigungsstelle zusammenfällt. 

FomelV' °®^^°«*^^^"^^ Es ist alsdann der Arm der biegenden Kraft 

11) '** pz = QS ^®^ Länge des gebogenen Körpers gleich, 

also . 7 

und hieraus ergibt sich nun, wenn man unter ^ — * 

S den Sicherheitskoeffizienten der relativen ^ind. setzen wir diesen Wert in die vorige 
Festigkeit versteht resp. einsetzt, die grösste Gleichung 7)., so erhält man: 
zulässige Belastung oder Tragkraft: <j 

p_^X 9) 4-T = PJ 

YZ 
oder: d. h.: Bei einem auf Biegung bean- 

.- p _ QS spruchten Körper findet Gleichge- 

^^ l wicht statt, wenn das Produkt aus 

Diejenige Stelle des Balkens, für welchen Normalkraft und deren Hebelarm 
das Biegungsmoment den grössten Wert erhält, gleich ist dem Trägheitsmoment des 
nennt man dessen Bruchstelle, und den betreffenden Querschnitts, dividiert 
zugehörigen Querschnitt den gefährlichen durch den Abstand der am stärksten 
Querschnitt. gespannten (am weitesten von der 

Neutralachse entfernten) Faser von 
der neutralen Faserschicht und mul- 
tipliziert mit der kleineren der bei- 
den zulässigen Belastungen gegen 
Zug resp. Druck. 



h). Bestimmung der Trägheits- und Widerstandsmomente der wichtigsten 

Quersclinittsformen. 

Frage 56. Was muss bekannt sein, wenn 
man irgend einen Körper auf seinen Bie- 
gungswiderstand berechnen will ? Antwort. Zur Berechnung eines Körpers 
' auf Biegung muss zunächst die Bestimmung 

der Lage der neutralen Achse und die Be- 
stimmung des Trägheits- und Widerstands- 
moments bekannt sein. 
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Frage 57. Wie ermittelt man die Lage 
der neutralen Achse eines Körpers auch 
wenn derselbe in seiner Querschnittsfläche 
keine regelmässige Form zeigt? 



Figur 49. 




Antwort. Zur Bestimmung def Lage der 
neutralen Achse zerlegt man im allgemeinen 
die Querschnittsfläche in einzelne Teile: f^^ 
/*,, f^ etc., deren Schwerpunkte bekannt 
oder nach den in B, Klimpert^ Lehrbuch der 
Statik, gegebenen Hegeln leicht zu bestim- 
men sind, und sind y^, y^. Vi -- - die Ab- 
stände der Schwerpunkte von einer belie- 
bigen Geraden aa, so ist der Abstand der 
mit der Geraden parallel laufenden Schwer- 
^ linie nn: 



Erkl. 70. „Moment^ kommt vom latein. mo- 
mentnm, entstanden ans movimentum, von mo- 
vere, bewegen. Moment bedeutet demnach „das 
Bewegende, Entscheidende." 



Erkl. 71. Unter dem statischen Moment 
einer Kraft P in Bezug auf einen beliebigen 
festen Punkt versteht man das Produkt, 
bestehend aus der Kraft P und dem senk- 
rechten Abstand MO ihrer Eichtungs- 
linie von dem festen Drehpunkt 0. Oder, 
da man die senkrechte Entfernung der An- 
griffslinie einer Kraft von ihrem festen ünter- 
stützungspunkt den Hebelarm oder kurz den 
Arm der Kraft nennt, so kann das statische 
Moment auch definiert werden als das Produkt 
aus Kraft mal Hebelarm. Bezeichnet man 
die Länge des Hebelarms mit Z, die Kraft mit 
P und ihr Moment mit M, so ist: 



12). 



^ ^ fiyi+Uy2+fzyz'"-\' 



A+f2 + /3--- + 



denn es ist das statische Moment der gan- 
zen Fläche: 

M = ^(/i+A + A + ....) 

und die Summe der statischen Momente 
der Flächenteile: 

M = Ayi + Ay2+Ay8 + --- 

beide sind gleich und daraus folgt der Ab- 
stand des Schwerpunkts der ganzen Fläche: 



X = 



Summe der stat. Momente d. einzelnen Flächen 
Summe der einzelnen Flächen. 



Die neutrale Achse ist dann die Gerade 
durch den Schwerpunkt, die senkrecht zur 
Kraftrichtung oder senkrecht zur Ebene des 
Moments steht. 

Legt man die Gerade aa in diese Rich- 
tung, so ist die zu aa parallele Gerade nn 
im Abstand x die neutrale Achse. 

Sind einzelne Flächenteile aus der gan- 
zen Fläche herausgeschnitten, so kommen 
die zugehörigen Glieder fy und f mit ne- 
gativem Vorzeichen in die Formel für x. 



M 



P? 



Da dieses Produkt zugleich ein Mass für das 
Drehungsbestreben der betreffenden Kraft 
P ist, so nennt man dasselbe wohl auch das 
Drehungsmoment der Kraft. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portoff ei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut hrochiert, um den sofortigen und dauern- 
den Gebranch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtUch, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. ^ 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer In Stuttgart, 





Vollständig gelöste 



Aufgaben - Sammlung 



- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

Angabe nnd EstflcUnng der benntzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen nnd Antiorten 

erläutert durch 

viele Holzschnitte & ütliograph. Tafeln, 

ans allen Zweigen 

der Beehenkiuist) der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen a. Bph&riBchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) n. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Baumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Xantik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschhien-, Strafen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Briioken- u. Hochbaues $ der Konstmktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspeetiTe, Sehattenkonstmktionen ctc, etc. 

fOr 

Schiller, Stadierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph BLleyer^ 

Mathomatiker, vereideter kOnigl. preuBs. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer l^earbeitet 
von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 405. — Seite 81—96. Mit 23 Figuren. 

Inhalt: 

Trägbeitsmoment des RechteckB, auf eine Seite als Achse bezogen. — Trägheitsmoment des Bechtecks, be- 
zogen auf die neutrale Achse. — Trägheitsmoment des Dreiecks. — Trägbeits- und Widerstandsmoment 

regulärer Polygone. 
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;^ Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maier. 

Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 
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Aufgaben - Sammlung 



— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

Angabe und EntficUimg der benutzten Sitze, Formeln, Regeln in Fragen ond Antf orten 

erläatert durch 

\äele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Reehenkiuist^ der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. Bph&riBcben 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) a. hSheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Baumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik , Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strafsen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brtteken- u. Hochbaues; der Konstraktionslehren au: darstell« Geometrie, Polar- n. 

Parallel^Perspeetire, Schattenkonstmktionen ctc« etc. 

für 

SchtUer, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig riclitigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forthülfe. bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph BLleyer, 

Matheoiatiker, vereideter kOnigl. prauai. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 
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I oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer l^earbeitet 
von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 405.— Seite 81—96. Mit 23 Figuren. 



Inhalt: 

Trägheitsmoment des Rechtecks^ auf eine Seite als Achse bezogen. 
zogen auf die neatral« Achse. — Trägheitsmoment des Dreiecks. 

regulärer Polygone. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M, 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Mechanik, math« Geograpliie, Astronomie , des Maschinen- ^ Strassen- , Eisenbahn-, 
Brfleken- nnd Hochbaues, des konstriiktiyen Zeichnens etc. etc. nnd zwar in yoUständig 
gelöster Form, mit fielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc.j so dass die Lösang 
jedermann yerständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ilirer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angeyfandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang yon ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich yon den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsyerzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen fiber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealschulen I. und 11. Ord., gleich < 
berechtigten, höheren BQrgerschnlen, Priyatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien , Schnllehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnlen aUer Arten ^ gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniyersitäten , Land- und For«twissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. fär das Einjährig-Frei^ 
willige- und Offliiers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften yorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teil^ der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen yon Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine yoU- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und pralctisch zu yerwerien. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch Erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur AnfTrischung der erworbenen und yielleicht yergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre pralctischen in allen Bemfs- 
zweigen yorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft yerleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktiscliien Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank yon der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
yerbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung« 



Ueber die relative oder BiegoogselaBticität und -Festigkeit. gl 

a). Trägheitsmoment des Rechtecks, auf eine Seite als Achse 
I bezogen. 

I Frage 68. Wie grosB ist das Trägheits- 

moment eines Rechtecks tod der Höhe h Antwort. Das TrägheitsmomeDt T, eines 

I und der Basis b, wenn man eine der bei- Rechtecks von der Höbe h und der Breite b 
den Seiten bb als Achse ansieht? ist, wenn man die Seite b des Rechtecks 

als Drehachse ansieht: 

j ■') -. = -^ 

Beveis. Kacb der gegebenen Erkllrong 
über das Trägheitsmoment ist, wenn man 
mit T, das auf eine Seite des Rechtecks 
bezogene Trägheitsmoment bezeichnet, T, 

' T.; cn ^ der Summe der Trägheitsmomente der 

einzelnen sehr schmal gedachten Fl&chen- 
streifen bc (siehe Fig. 50), deren Fläche 
wir mit f bezeichnen wollen. Es ist also, 
wenn 2: die „Snmme" bedeutet und wenn 
y der Abstand des Streifens bc von der 
Geraden n,n, ist, nach ErkL 66: 

Bezeichnet man das Stück hd des Streifens 
mit f, , so ist, da 



und 



tf: hd = ea-.tta 
Vf = he 

rief 

oder: . 

T, = Zy-fih 
Xy/I ist aber das statische Moment des Drei- 
ecks aef bezogen auf die Gerade n,«i, d. h. 
das Produkt aus Dreiecksfläche und Abstand 
des Schwerpunkts derselben von n^n, ; die Drei- 
ecicsflache beträgt aber Vi^'> und der Abstand 
des Schwerpunkts \ A und demnach ist das 
statische Moment des Dreiecks 

Setzen wir diesen Wert in die Gleicbung TOn 



g2 Elasticitäts- und Festigkeil sletire. 

ß). Trägheitsmoment des Rechtecks bezogen auf die neutrale 
Achse. 

Frage 59. Wie gross ist das Trägbeits- 
and WiderBtaDdsmoraent sowie die Trag- 
kraft eines Rechteclis von der Höhe k nnd Antwort. Das TrägfaeitsinomeDt T eines 
der Breite 6 bezogen anf die DentraleAchse? Recbteclts vouderHöheA nnd der Breite b 

ist in Bezug auf die nentrale Acbse: 
^'B" "■ U) . . . . T = -;-bA' 

das Widerstandsmoment Q oder W desselben 

Rechtecks ist: 

15). . . . Q oder W = yfifc» 

nnd die Tragkraft: 

T -> ^-f^ 

; I Beweis. Das Trägbeits moment irgend 

eines Fläcbenelements cd, welches im Ab- 

n--3i-- -" stand +y oberhalb der neutralen Achse nn 

'• liegt, ist, wenn man mit Y die Entfemang 

' der neutralen Achse von der änssersten 

Faserschiebt bezeichnet in Bezog auf die 

fi-i-- __, Acbse n^n,: 

Erkl. 72. AusdernebenBtehendenFormelie). Das Trägheitsmoment eines Fläebenele- 

ist ersichtlich, dass die Tragfähigkeit P eines nients gh unterhalb der neutralen Achse in 

Balkens von recLtwiakligem Querschnitt in dem- der Entfernung — p von letzterer, also in 

selben Verhältnis wie die Breite b, dagegen im der Entfernnnge Y — y von der Acbse n^n, 

quadratischen mit der Höhe Ä wSchst Ein igt jn ßezug auf diese Achse: 
doppelt, dreifach, vierfach so breiter Balken 

trägt also anch doppelt, dreifach, vierfach so Z{Y — t/)^f= 2Y^f—2:2Ygf+Sy''f 
viel als em im übrigen gleicher Balken von fiy^^ jj ^^ Trägheitsmoment der Recht- 
einfacher Breite: em doppelt, dreifach, vier- , „a.„i.„ :_ n „ „„* jj„ .„»,„„ - 

fach so hoher Eriken vermag aber beziehungs- ecksflache in Bezng auf die Achse n,«. . 

weise viermal, neunmal, sechszehnmal so viel T, = \''Zf + %YZyf-\-Zy^f 

zu tragen, aU ein sonst gleicher Balken von ,,,.,, „ n.. v ■ 

einfacher Höhe. Nehmen wir an, dass A die ^f' ^- •■■ ^^^ Summe aller Flächenelemente 

grössere und 6 die kleinere Seite des recht- »st gleich der Rechteck sä ä che F, und Zy^f 

eckigen Querschnitts ist, so entspricht die obige ist nach Erkl.66 u. 67 das Trägheitsmoment 

Formel für P derjenigen Lage, bei welcher der T bezogen auf die neutrale Achse, und 2yf 

Balken mit der kleineren Seite 6 horizontal liegt, igt das statische Moment der Fläche, be- 

Wird aber der Balken auf die grössere Seite h ^ogg^ ^uf die neutrale Achse, nnd da dieses 

gelegt und so zur Breite gemacht, was vorher ^ ^ jjrkl. 64 gleich Null ist, so erhalten 

T:jZlZ.^lr, rnÄr"""^' ' •"" ' -- -ter EinseLng aller dieser Werte: 

„ _ 1 6»A* T, = Y»F-i-T 

•^ — ß ■ — i — oder: 

17) . T = T, — Y"F 

Dieser Wert ist für gleiche Spannungen s klei- 
ner als der, welcher der ersten Lage entspricht. Diese Gleichung gilt für alle Querschnitts- 
weil er sich zu jenem verhält wie formen. 

1 V^hs 1 b'ftg , , Für das Rechteck ist nach Gleichung 13).: 

'■'I '■ >—l- = '''-'' !, = >■ 

und weil Ei kleiner als h vorausgesezt wurde. ^ . 

Es empfiehlt sich also den Träger auf die Y entspricht der halben Höbe ^ -^ h des 

schmale Seite zu legen, oder wie man sagt Rechtecks, folglich ist: 
„Bocnkanlig anzuwenden. 

Ueiierhaupt ist bei zwei Balken, äie gleichen y* t= —h^ 

Flächeninhalt im Querschnitt und ungleiche Di- ^ 
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mensionen haben, derjenige im allgemeinen der und die Rechtecksfläche 

bessere Träger, welcher die grössere Höhe hat. y z=z hh 

Hohle Balken tragen vorzüglicher als massive; , «r a^ , 

rechteckige, auf die schmale Kante gestellt, Setzen wir alle diese Werte m Gleichung 

mehr als quadratische, wenn die Querschnitte 17). ein, so erhalten wir: 

gleichen Inhalt haben. Üebrigens wirkt eine 1 i 

Vergrösserung der Höhe und entsprechende T = ^&^^ — -^K^.hh 

Verkleinerung der Breite nur bis zu einer ge- oder: 

wissen Grenze günstig. Ist mit einer bedeuten- T— ^7/3 L1173 

den Höhe eine gar zu kleine Breite verbunden, . " "3" "4"^'* 

so läuft der Träger Gefahr zu zerknicken. oder: 

T = ^6Ä3 

Erkl. 73. Aus der in nebenstehender Antwort 
entwickelten Gleichung 16).: was zu beweisen war. 

_ 1 hlt^s Der Qaerschnittsmodulus Q, oder was 

~^* l dasselbe ist, das Widerstandsmoment W ist 

folgt für die grösste in dem Balken vorkom- ^^^^ ^^^1- ^^ • 

mende Spannung der Wert: q q^^j. -yy -_ _ 

^ ~ hJi^ Y ist aber in diesem Fall = ^h, folglich: 

Dieser Wert ist unabhängig von der Beschaffen- —hh} 

heit des Materials. Bei einer Vergleichung des- q __ 12 

selben mit der für das betreffende Material als Ji/i 

zulässig zu betrachtenden Spannung findet man q^^^. 2 

alsdann, ob die Widerstandsfähigkeit des Bai- ^ 

kens der biegenden Kraft gegenüber eine hin- Q = ~r^^^ (siehe Gleichung 15) 

reichende Grösse hat, oder umgekehrt, wie gross 

die letztere höchstens sein darf, wenn jene Nach Gleichung 11). in Erkl. 69 ist end- 
Grenze nicht überschritten werden soll. lieh die grösste zulässige Belastung, wenn 

s den Sicherheitskoeffizient der relativen 
Erkl. 74. Die nebenstehende Formel für P Festigkeit bezeichnet, oder die Tragkraft 
passt auch auf diejenigen Fälle, in denen ein des Balkens von der Länge l und recht- 
Balken in der Mitte unterstützt und an beiden eckigem Querschnitt: 
Enden mit Lasten beschwert ist, wie z. B. der n ^ 

Wagebalken oder Balancier der Dampfmaschi- P = — ^ — 

nen etc. Es ist hierbei nicht nötig, dass der 

Balken überall gleiche Dick« habe, vielmehr ist oder, aus Gleichung 15). den Wert für Q 
es besser, wenn er an dem befestigten Ende eingesetzt: 
stärker ist. Als Regel hierfür gilt, dass der- 1 hli^s 

selbe an demjenigen Ende , worauf die Last T ' ~T~ ^"^^^ ^^*'''^" ^^^ 

wirkt, eine der Breite gleiche Höhe habe, am 
befestigten Ende aber diejenige Höhe, welche 
aus der nebenstehenden Formel für h gefunden 
wird, und dann in gerader Linie von hier bis 
an's Ende hin abnimmt. (Siehe den Abschnitt 
„Ueber die Bestimmung der Körperformen von 
gleicher relativer Festigkeit'*.) 



Frage 60. Welches Gesetz lässt sich aus 
der Gleichung 16). für die Tragfähigkeit 

oder relative Festigkeit zweier parallel- Antwort. Aus der vorstehenden Gleichung 
epipedischer Balken von einerlei Material für P folgt das Gesetz: 

*^^®^^®^^ Die relativen Festigkeiten zweier 

par allelepipedischer Balken von 
einerlei Material verhalten sich wie 
die Breiten, die Quadrate ihrer Hö- 
hen und umgekehrt wie ihre Längen 
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Frftge 61. Welche Werte ergeben sich 
für das Trägheitsmoment, den QnerEchnitts- 

modnlas und die grösste znlässige Belastang Antwort. Betrachten wir die quadrati- 

eines Balkens von quadratischem Qnerschnitt, sehe Qnerscbnitttääche von der Seite a als 

wenn eineSeite des letzteren horizontal liegt? ein Rechteck, bei welchem in diesem Fall 

die Höhe h =^ a and die Breite b ebenfalls 

= a ist, so ergibt sich ans den in den 

Figur 52. Gleichungen 14—16 gegebenen Werten iür 

das Trägheitsmoment 



oder: 




ri 






18). . . . 


T = 


i" 






fQr dCD Qaerschnittsmodulns 






oder: 


« = 


1 , 






19). . . . 


t = 


1 j 






und für die 
dhigkeit 


zulässige BelastuDg 


Oder 


Trag- 


oder; 










20). . . . 


P = 


1 a's 







Frage 62. Welche Werte ergeben sich 
fUr das Trägheitsmoment, den Qaerschnitts- 
modulns nnd die grösste znlässige Belastung Antwort. Bas Trägheitsmoment ist in 
eines BiUkens von quadratischem Querschnitt, diesem Fall das nämliche wie oben, also: 
wenn eine Diagonale des letzteren horizontal < 

liegt? 21). 



T = ^o' 



Figur 53. 



Sie Entfernung der äassersten Faser von 
der neutralen Achse ist dagegen eine andere 
als im vorigen Fall, und wie ein Blick auf 
die nebenstehende Figur zeigt, ist nach dem 
pytbagoräischen Lehrsatz : 

2Y' = a» 
oder: /- 

oder: 



somit ist das Widerstandsmoment oder der 
Querschnitts modnlns : 



aV2 



&Y2 
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oder: 



Q = 



Q = 



a 



6 . 1,4142 



a' 



oder: «'^^^^ 

22a). . . . Q = 0,118a3 

die Tragfähigkeit P ist nach Gleichung 11). 



P = 



l 



also im vorliegeDden Fall: 



P = 



a' 



oder: 
23). 

oder : 

23 a). 



P = 



P = 



6^2 



0,118a3s 
l 



Frage 63. Welche Werte ergeben sich 
für T, Q nnd P, wenn der Querschnitt ein 
hohles Quadrat bildet und das einemal eine 
Seite, das anderemal eine Diagonale des- 
selben horizontal liegt? 



Figur 54. 



Fisfur 55. 



-H. 





Antwort. In gleicher Weise wie man 
die Flächeninhalte der nebenstehenden Fi- 
guren 54 und 55 geometrisch durch Sub- 
traktion der kleineren von der grösseren 
Fläche berechnet, in derselben Weise hat 
man im vorliegenden Fall nur anstatt der 
Formehl für Flächeninhalte die für die be- 
treffenden Trägheitsmomente zu nehmen und 
erhält so aus Gleichung 21 für 



T=iU«*-«:) 



Erkl. 75. In gleicher Weise erhält man für 
«in hohles hochkantig stehendes Eechteck (siehe 
Fig. 56) von der äusseren und inneren Höhe 
h und \ und der äusseren und inneren Breite 
* und h^ nach Gleichung 14 (Antw. a. Fr. 59): 

26a). . . . T = ^(hli^-h,li,^) 
nnd da Y = -r^/i, so ist: 



12 

sowohl für Fig. 54 als auch für Fig. 55 
giltig. 

In Fig. 54 ist Y = Ja, in Fig. 55: Y = 
{ a Y2, folglich , da 

T 



so erhält man mit Bezug auf Fig. 54 für 
Q = 



,1 («*-«.*) 



12 



a 



Q = 



i(fcA3-Mt') 



oder : 

24). 



12 



Q = 



1^ 

6 



^(a*-a,*) 



a 



oder: 

26b). 
und 

26c). 



I" 



und mit Bezug auf Fig. 55 : 



Q = 



P = 



6 



h 

hl 



oder : 
25). 



Q = 



12 («* — «t*) 

aV2 
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Bildet aber der Querschnitt ein Rechteck 
ohne Mittelwand und ist derselbe zu dem ver- 
tikalen Druck so gestellt, dass seine beiden ho- 
rizontal liegenden Teile sich einander nicht näher 
können (siehe Fig. 57), so ist die Breite h für 
das äussere und innere Eechteck dieselbe, und 
somit nach Gleichung 26 a).: 



T = ^(hh^-hh,^) 



12 

oder h als gemeinschaftlichen Faktor vor die 
Klammer gesetzt: 

27a). . . . T = ^hili^ — Ji^^) 

-h geteilt, gibt 



Multipliziert man jeden der beiden Werte 

Q mit y (Sicherheitskoeffizient durch Länge) 

so erhält man für jeden der beiden Fälle 
die zulässige Belastung oder Tragfähigkeit. 



Figur 56. 



Diese Grösse durch Y 
den Querschnittsmodulus: 



Q = 



12 



&(Ä3_7ii3) 



h 



oder: 
27b). 



«..,(51^ 



s 



und diese Grösse mit -j- multipliziert, gibt die 
Tragfähigkeit : 

Bei derselben Länge und demselben Material- 
aufwand trägt ein gusseiserner Tragbalken in 
Form eines hohlen Parallelepipedon eine grössere 
Last, als ein massiver Balken aus dem gleichen 
Material. (Ausführliches hierüber findet sich 
in Antwort auf Frage 71) Ebenso gibt man 
Trägern von Eisen die sog. T oder doppelte 
T Form, und immer kommt es dabei darauf an, 
das für einen Träger bestimmte Material (z. B. 
Gusseisen) so zu verteilen, dass es von der 
neutralen Achse möglichst entfernt und dabei 
ein Querschnitt gewählt werde, bei welchem 
sowohl die am meisten ausgedehnten als die 
am stärksten zusammengedrückten Fasern mit 
ihren ihnen von der Natur des Materials zu- 
kommenden Maximalwerten in Anspruch ge- 
nommen werden. 




\ 



..>£ 



id- -. ■ 



I 



Figur 57. 



K- 




K: 



k- 



->■ 







x.^ 



Frage 64. Wie ermittelt man Trägheits- 
moment, Querschnittsmodulus und Tragfähig- 
keit aller derjenigen symmetrischen Quer- 
schnitte, welche man sich aus Rechtecken 
zusammengesetzt denken kann, auf einfache 
Weise ? 



Antwort. Sind für irgend einen sym- 
metrischen^) aus einzelnen Rechtecken 
zusammengesetzten Querschnitt Trägheits- 
moment , Querschnittsmodulus und Trag- 
fähigkeit zu berechnen, so berechnet man 
zunächst die Trägheitsmomente der einzel- 
nen oder Partial-Kechtecke und ermittelt 
dann durch Addition oder Subtraktion (je 
nachdem das eine oder das andere auf 



») Siehe Erkl. 77. 
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Figur 58. kürzestem Weg zam Ziel führt) das Trftg- 

heitsmoment des gesamten Qaerschuitts, wie 
~ - - — es im folgenden an einigen Beispielen ge- 
zeigt ist: 

Die Qaerscbnittsfläclie Fig. 58 bestellt 
zunächst ans einem Rechteck von der Höhe 
H und der Breite B, davon innss aber zwei- 
mal ein Rechteck von der Höhe h nnd der 
Breite ^b suhtrahiert werden. 
] Nach GleicboDg 14). ist das Trägheits- 

moment der Rechtecksfläcbe mn: 

T, = -iBH- 

das Trägheitsmoment der Rechtecksflftche or: 

,- „ -. ^.-w4"' 

nnd da zwei solcher Rechtecksflächen zu 
Erkl. 76. Dieselben Werte wie in Gleichung Bnbtrahieren sind, so ergibt sich ffü: das 
ffia, b, c, ergeben sich für die Querschnitts- Trägheitsmoment der Qnerschnittsfläclie: 
äicbe Fig. 59. 

Figur 59. j=_.BW_2.^.^hh^ 

L. n_. . »der: 

28a). . . T = ^(BH» — bA=) 

Da die Entfemnng Y = ^ H beträgt, so 
ist: 

i(BH'-6A') 

Q- -'^—, 

oder: 

:!,... r = l.i(B„.-f.) 

Die Qaerschnittsfläche Fig. 60 besteht aus 

Erki.77. Symmetrisch (griech-syminetros, dem Rechteck ac =•. BH weniger zweimal 

voaaynundmtoon, Mass) heisst soviel wie eben- dem Rechteck df=2-\{B~b)k = (B — b)h 

mässut, verhältnismässig, übereinstimmend in der . j „ d vi i -i n. j » -i. 

.inorlAung der Teile. iJas Eigentümliche einer weniger dem Rechteck tfc = bh, und somit 
symmetrischen Figur hefiteht darin, dass dieselbe 'St das Trägheitsmoment dieser Qaerschmtts- 
anszwei gleichen Hälften zusammengesetzt ist, fläche: 

ilie einander in den einzelnen Teilen, aber in q, 1 noj 1 /-d i,\i,i ^ j,i, » 

umgekehrter Ordnung gleich sind, sich also zu ^ " 12 12^ ' 12 ' 

einander verhalten wie das Spiegelbild zu sei- , ,. ,. . i. j ti.u u 

m G.gen.land. Di, Ger.de, durch welch, die °'" "«'■ ««'•«■»l'»''« Hdftrechnung ; 

sjmmctrisch, Figur in zwei gleiche Haiflen zer- ^ !/..„, ,. ^\ 

lägt wird, heimi Sjmmetrle.ch.e. 29a). . . T = ^ (b (H'_»-) + M*'-»,")) 

HUiHreohmrag. Und da Y = |h, bo ist: 
i(BH>-(B-l,)l,.-l.l.,0 = 

,; ' 29b). . .«=,' (b(H1-A') + 1{»'-1,')) 

^(BH.-BI.. + !,l,--S»,-)= „ud 

i-(BCH'-l.')+»('''-»,')) 29* ■ ■ r = 5|[j(B(H"-i') + M»'-«.')) 
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Die Qaerschnittsfläche Fig.61 besteht aus 
einem Rechteck n t» von dem Inhalt b H 
nnd ans zwei Rechtecken cd, deren jedes 
die Höhe h nnd die Breite -} (B — b) hat, 
folglich ist der FUcheninbitlt heidet: 

2j(B — b)h = (B — b) Ä 
nnd somit ist das Trägheitsmoment der 
Qaerschnittsfläche in Bezog auf die neutrale 
Achse nn: 
30«). ..T =-1(6H» + (B-6)m) 

Und da T = ^H, so ist der Querschnitts- 
modulas : 
30b)... Q = g^{6H» + (B-6)fi») 

30c). ..P= g|j(6H' + (B-6)ft=) 

Dieselben Formeln 30a, b nnd c gelten 
auch für die Qaerschnittsfläche Fig. 62. 

Die in Fig. 63 dargestellte Qaerschnitts- 
fläche besteht ans einem Rechteck 
o6 = A, . H 

J ferner jederseits ans einem Rechleck 

cd, deren Inhalt 

2-|(fi — V* = {h—K)}' 
und jederseits ans einem Rechteck 
mo, deren Inhalt 

2 • B (H — Ä) fc, = (H — Ä) 7i. 
und somit ist das Trägheitsmoment 
der Qaerschnittsfläche in Bezug anf 
die neutrale Achse nn: 

aach nebenstehender Hilfsrechnung: 

3U). T = ^(A* + h.(H>-fc') + ft,'(H-;.)) 
femer ist; 



Rilfsra chnnng. 



Slb). Q = jL (,,,+ H, ,H._».) + ft,.(H- /.)) 

'* ' Das TrUobpilBmumpiit dpr ÜnprRi^hnitt.R- 



Das Trägheitsmoment der Qaerschnitts- 
fläche Fig. 64 findet man, indem man zu- 
nächst das Trägheitsmoment des Rechtecks 
ab cd berechnet. Dasselbe beträgt nach 
h^Ca^ — h')-\-h,^U-h]j Gleichung 14). in Bezug auf die einge- 

schriebenen Dimensionen: 

Ferner ist das Trägheitsmoment des Recht- 
ecks nmkl ^= 
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SO 



davon ist jedoch das schon beim ersten 
Rechteck mitberechnete Rechteck fghi tu 
snbtrahieren, nnd das Trägheitsmonient die- 
ses letzteren beträgt i^^i'h'' ^"mit bleibt 
als Trägheitsmoment für die beiden Recht- 
ecke nmgf nnd »äK 



Figur 64. 
..-b ... 



T, = 



6, (fi'-A,=) 



Endlich ist noch das Trägheitsmoment 
der beiden Bechtecke opqr and stuv zu 
berechnen. Diese beiden denken wir uns 
bestehend ans dem Rechteck opuv — rqtv, 
folglich iBtdasTrägheitsmomentYon oj)4r + 



" . 



67.' 



und somit das Trägheitsmoment der ge- 
samten QnerschnittGfläche 

T = T, -|-Tj + Tj 
oder: 

32a). . T = -l(B?,,ä-|-b,(?.,-ft.>) + 6(H'-;i')) 

Die Entfernung der änssersten Faser von 
der neutralen Schicht beträgt Y = -tH, 
folglich 



Frage 65. Änf welche Weise ermittelt 
man die Lage der neatralen Achse nnd 
l)ieranB das Trägheitsmoment, den Qoer- 

schnittsmodDlns nnd die Tragfähigkeit bei Antwort. Zur Bestimmung der Lage der 
allen denjenigen nnsymraetrischen Quer- neutralen Achse bei den nebenstehenden 
schnitten, welche man sich aus Rechtecken nnsymmetriscben Querschnitten Fig. 65 n. 66 
bestehend denken kann? benutzen wir die in Antwort auf Frage 5" 

gegebene Gleichung 12)., wonach der Ab- 
stand X der nentralen Achse von einer be- 
liebig angenommenen Geraden durch 

ausgedrückt wird. 

Nehmen wir als beliebige Gerade die 
Seite ab an, so ist die Rechtecksfläche 



Elasticitäts- und Feetigkeitslehre. 

aicd = BA 
und der Abstand des 
Schwerpunkts S[ von ab ^ yft 
folgüch: /i^i = 'ß/t' 

Ferner ist die Rechtecksflfi^he 
tfgh = 6H _ 
und der Abstand ihres 
Figur 65. Figur 66. Scbwerpunkts Sj von ab = -^ H + fi 

___.B ^ 1^ g ^ folglich /iy, ^ 6H{iH + fc) 

UDd somit ist der Abstaad der nen- 
traIeD _Achse 'nn von der geraden 
LiDie ab 

-i-Bh'+6H(|H + ft) 

=ä>--'. = ^ BJf+Ä 

Znr einfachen Bestimmang des Träg- 
heitsmoments denke man sich die ganze 
QuerschnittBäache bestehend ans den 
beiden Rechtecken B-x^+b-x^ weni- 
ger dem Rechteck (B — V).{x, — A), 
dann ist nach Gleichung 13 in Ant- 
wort anf Frage 58 : 

34). . T = |(Bx,'+6a:,»-(ß-6){j-.-fi)'J 

' Die Qaerscbnittsmoduli oder Widerstands- 
momente sind, da die Entfernnng der ausser* 
Figiu- 67. sten Faser von der neutralen Achse nach 

oben x^ und nach unten x^ beträgt: 

' ^ ""' -T T 

35). . . . Q, i= — und Qj = — 

Um Trägheitsmoment nnd QaerBcbnitts- 

modnlns von der in Fig. 67 dargestellten 

Qaerschnittsääche zq ermitteln, denken vir 

uns zunächst wieder die neutrale Achse nn, 

also die Abstände x,, x^, x^ und Xi derselben 

in obiger Weise berechnet, so sind znr Er- 

mitteloDg des Trägheitsmoments in diesem 

Fall vier Rechtecke In Betracht zu ziehen 

and zwar besteht der ganze Querschnitt ans 

Da;, — Äjä^ä + 6 fl^ — h^x^ 

, , und somit ist nach Gleichung 13). in Antw. 

' o * jmf Präge 58 das Gesamtträgheitsmoment: 



= ^{^x,'-b^x^'+bx^'-b,x^) 



und die Qnerschnittsmodnli oder Widerstands- 
momente sind 
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y). Trägheitsmoment des Dreiec)<s. 

Frage 66. Wie gross ist das Trägheits- 
moment eines Dreiecks bezogen anf die 

neutrale Achse, oDd darch welche Betrach- Antwort. Far die Dreiecksflilche ist in 
tong ergibt sich die Richtigkeit der neben- Bezug auf die neutrale Achse das Trägheits- 
stehenden Formel? moment 

ä8| ■' = m"" 

^'B'"' ö^- wenn 6 die GmndliDie and h die Höhe be- 

a .a zeichnet. 

I Beweis. Da das Dreieck die Hälfte des 

Rechtecks von gleicher Grandlinie nnd Höhe 

ist, nnd das Trägheitsmoment des letzteren, 

n— \--n bezogen auf die neutrale Achse n,n, nach 

I Gteichang 14).: 

n~- h-«' T- • J 

ist, so ist das Trägheitsmoment der Drei- 
* ecksfläche bezogen auf dieselbe Achse n,»^: 



Die Entfernung der wagerechten Schwer- 

Erkl. 78. Bezeichnet man das Trägheits- linie des Rechtecks von der Basis beträgt 

moment bezogen auf die Grundlinie aa i> .. r> .>- j i.. c l 

mit T,, so ist nach Gleichung 17). in Antwort ¥*■ die Entfernung der wagerechten Schwer- 

auf Frage 59: linie des Dreiecks von der Basis p"-- '< 



Uh^ 



- T-|-FY' folglich ist der Abstand der beiden Schwer- 

linien : 

■■4.}'- 



»1 und Y = » """-• ,_.. 1,. _1, 



T, = ^^6Ä^4- — sa/^-^a) folglich ist nach Gleichung 17). in Antwort 

„der 2 VS ; mf Frage 69: 

T,„Jjl,k.+ 'sl. T = T,_Y.F 

oder- öder die entsprechenden Werte eingesetzt: 

«1-- •--=>■ ■ T = >.-(!»);> 

Bezeiclmet man das Trägheitsmoment in Be- oder; 

zug auf eine durch die Spitze gehende Achse t __ —6^3 —hh^ 

bb mit T„ so ist ebenfalls nach Gleichung IT). . 24 72 

in Antwort auf Frage 59: "der: ^ 

Tj = T-fFY' 38). . . . T = -^bh^ 

oder da Y in diesem Fall =: -^h, so ist: Da der Abstand der änssersten Faser von 

der neutralen Achse nn = l h resp. \ h 
beträgt, so sind die Widerstandsmomente 
oder Querschnittsmoduli : 



42). . 






oder: 

39 a). 



ElasticitätB- und FestigkeitBlehre. 



39b). . . . Q, = ^bh^ 

Erkl.79. Da nach nebeuBtelLeiider Gleichong "«d die Tragfähigkeit beträgt somit, wenn 

40bl. das auf der Gnmdlinie stehende recht- ^^^ Breieck aaf der Spitze Steht: 

winklige Dreieck im Vergleich zu einem Recht- , p _ *^''' 

eck von gleicher Höhe und Grundlinie bei der ^^*J' ■ ■ ■ -^1 — jgj 

halben Masse des Rechtecks nur den vierten j j -n ■ i r i r> ji- • 

T.I1 der Tr.B«Wgk.lt den.lb.n be.it.t, .0 er "»ä mnn das Draetk auf der Grundlinie 

gilt sich hieraus, dass dessen Anwendung nicht ^'^ht: 



arteilhaft ist. L'ebrigens hat Tredgotd 

Düleau's Versuchen mit dreikantigen Balken 



40b). 



gefolgert, dass ihre Tragkraft in jeder Lage jst also im ersten Fall unter sonst gleichen 
KecS%cn gläh^f GruVurrd m^l ^-^^änden doppelt SO gross als im letzteren, 
verhatte wie 0,')39 : 1. Hau mnss , sobald der Tragmodnlus für 

Zug und Druck der gleiche ist (vrie z. B. 
bei Schmiedeeisen, Bessemerstahl etc., siehe 
Tabelle S. 32) von den beiden Werten Q, 
and Q2 immer den kleineren nehmen, hier 
also den fUr die Spitze: 

Ist aber der Tragmodnlns für Zug ein 
anderer als für Druck, so hat man den 
Balken so zu legen, dass dem grösseren 
Tragmodalus auch der grössere Abstand Y 
entspricht, und der Rechnung hat man das- 
jenige Y zu Grnnde zu legen, welches, in 
den Tragmodal dividiert, den kleineren 
Quotienten gibt. 



^). Träghelts- und Widerstandsmoment regulärer Polygone. 

Frage 67. Welche Formel drückt das 

Trägheitsmoment für die regnlftre Sechs- Antwort. Bezeichnet man eine Seite des 

ecksfläche aus und aus welcher Betrachtang regulären Sechsecks mit b, so ist das Träg- 

ergibt sich die Richtigkeit dieser Formel? beilsmoment in Bezug auf die neutrale Achse: 

Figur 6P. -»3), . . . T = A.6'VT 

ft--- - b li Beweis. Betrachten wir die Sechsecks- 

"*'■ rtäche, Fig. 69, und denken wir uns die- 

; selbe ans sechs gleich grossen regulären 

y Dreiecken zusammengesetzt, so geht die 

1 neutrale Achse bei zwei Dreiecken durch 

die Spitze, wahrend sie hei den Qbrigen 

" " --^-rt Dreiecken mit der Grundlinie derselben zu- 

sammenföllt. Nach der oben entwickelten 

y Gleichung 41 ist aber das Trägheitsmoment 

': eines Dreiecks bezogen auf die Gnmdlinie 

desselben: 

T, = ^bh' 



Ceber die relative oder Biegungselasticitftt und -Festigkeit. 



oder da die Höhe eines regulären Dreiecks 
Dach dem pythag. Lehrsatz: 



h = Uyä 



so ist, wenn wir diesen Wert in die Glei- 
chung fur Ta einsetzen: 









EzU. 80. Für die nebenstehende Formel 43).; 

kann man auch setzen: 

= 0,541266 6* 



Da aber vier solcher Dreiecke vorbanden 
sind, bei denen die neutrale Achse mit der 
Grundlinie zusammenföllt , so ist das TrSg- 
heitsmoment dieser vier Dreiecke: 

Das Trägheitsmoment eines Dreiecks in 
Bezug anf eine durch seine Spitze gehende 
Achse ist nach der oben entwickelten Glei- 
chung 42}.: 

Tj = ^bh^ 

oder fUr A wieder „^V^S eingesetzt: 



oder: 












1,7820508 



V3- = 



: 16:8,660254 = 0,541266 



Da aber zwei Dreiecke vorhanden sind, 
bei denen die nentrale Achse durch die 
Spitze geht, so ist das Trägheitsmoment 
derselben: 

T. = = »■V'S- 

und somit ist das Trägheitsmoment der 
gesamten Sechsecksfiäcbe in Bezug auf die 
neutrale Achse: 

T = T, + T] 
oder: 






oder: 
43). . . 

Diese Formel gilt sowohl für das Sechs- 
eck Fig. 69, sowie auch für das Sechseck 
Fig. 70. 



Elasticitftts- und Festigkeitslehre. 



Steht das reguläre Sechseck Üach, wie 

Fig. 69, dann ist Y = A = -6^8 und 

somit der Qaerschnittsmodaliis oder das 
Widerstandsmoment: 

oder: '^ 

44). . . . Q= l-b^ 

nnd somit die Tragfähigkeit, wenn s der 

Sicherheitskoeffizient and l die Balkenlänge : 

«,. . . .p = |.-f 

steht aber das regaläre Sechseck Ober Eck, 
wie in Fig. 70, dann ist Y = 6 nnd somit : 

«)••■ ^ = i-^f- 

oder : _ _ 

Q = ^^6'\^3 {= 0,5413 &i) 

i;' . . . P = -^-'^^^(= 0,5413 7^) 



Frage 66. Welche Formel drückt im 
allgemeinen das Trftgheits- oder Blegange- Antwort. Bezeichnet man , wie vorher, 
moment eines jeden regelmässig pol^- mit b eine Seite des regulären Polygons, 
gonalen Querschnitts aas, nnd ans welcher mit h die senkrechte Entfernung einer sol- 
Betrachtang ergibt sich die Richtigkeit die- eben Seite vom Mittelpunkt des Polygons 
ser Formel? und mit F den Flächeninhalt desselben. 



Figur 71. 



erhält man für jede beliebige Achse des 
regulären Polygons das Mass des Biegangs- 
* moments oder das Trägheitsmoment: 

oder wenn man den Halbmesser des dem 
Polygon ambeschriebenen Kreises = r nennt 

i,. . . . 1 _ -j2 

Beweis. Da sich jedes reguläre Polygon 
von seinem Mittetpankt aus in so viel kon- 
graente Dreiecke zerlegen Iftsst als das Po- 
lygon Seiten hat, so kommt es bei der Be- 
stimmung des Trägheitsmoments vorzflglich 
darauf an, das Trägheitsmoment eines sol- 
chen Dreiecks ASB (siehe Fig. 71) zu er- 
mitteln. Bezeichnet man die Seite AB des 
y Polygons oder die Grundlinie (Basis) eines 

w t.1 o. T. , 1 . ■ , ,. . . . ^ „ Holchefi Dreiecks mit b nnd die Höhe SO 
, ^1^; l /''^'^f^\VJ «"«^ I>.f"f'^k ASB desselben mit A, so ist sein Trägheitsmoment 
als bestehend aus den beiden Dreiecken ASO . „ c j- i l -v-i^/ i i. 

und BSO, BO ist nach Erkl. 78, Formel 41)., "} P^^l^ ^°^ "! ^"^^^^ ^^ (welche zu- 
das Trägheitamoinent eines dieser Dreiecke: 8'«»ch Symmetrieachse ist); 



-„-OS.(AO)^ 



t. = - 



.-,._ , oder: 

oder, da OS = h und AO = b _ J_ 

also: — 1 1 i ' ~ 48* 



6^ ') 



Üeber die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit. 95 

_ _1_ . l . . Dagegen ist das Trägheitsmoment dieses 

' ~ 12 ' 's Dreiecks Iq Bezug auf die durch seiue 

Dasselbe gilt für Dreieck OSB, nnd somit Spitze gehende Achse YY nach Formel 42).: 

in das Trägbeitsmoment des Dreiecks ABS j 

mit Bezug auf die XX Achse: (2 = x^''^ 






12 8 



Figur 72. '' + ■■ = T-(*+ 12) 

^ V Diese Samme gilt nun aach für jedes der 

ttbrigen Breiecke ') nnd es ist daher dieselbe 
für das Polygon VOD M Seiten: 

. oder da der Flächeninhalt eines Dreiecks 

=; \bh and somit der Flächeninhalt des 
V X, Polygons ] 

ist, so ist anch 

T. + T, = iF(».+ .g) 

Bezeichnen wir den Winkel ÄSO (Fig.71) 
:= u, so ist das Tr&gheitemoment in Bezug 
Y auf die Achse ASL s) ^^ 

ErU. 82. Sind x und y die Koordinaten '^' ^"" "^' + ^^ '""^ "'* 

(siehe Erkl, 93) eines Fl&chenelements f (siehe Dasselbe ist aber auch gleich dem Ho- 

I Fig. 72) Jn Bezug auf ein rechtwinkliges Achsen- ment Tj in Bezug auf die XX- Achse, da- 

kreuz XX, YY, und sind ebenso u und v die her hat man: 

Koordinaten dieses Fläch enelements in Bezug t^ _. '[ (sin n)^+ Ti(cos «>' 

auf ein anderes rechtwinkliges Achsenkreuz oder: s 1 

ÜD, VV, und ist endlich r der Abstand des . . T, (sin «)' = T.^ — T, (cos a)« 

Flächenelementa von dem gemeinschaftlichen ^^^' .p , ■ -.i _ t \\_ff.ns \r\ 

Nullpunkt beider AchaenBysteme, so ist nach ' '■^"^ " ~ ' <■ ^ "^ ' 

Jem pythag. Lehrsatz: oder da nach einer goniometriscben Formel 

r" = 3!* + j»* (sin<t)' = 1 — (cosb)- 

und ri = u' + c* i5t_ go ist ^uch 

also auch x^+y^ = «' -j- «= .^.^ ^^^ ^,, ^ ^^ |-j.j^ „,i 

uad auch iV+J/'/" = «Y+^Y = i^Y "'s** T ^ T 

Setzen wir nun in diesen Gleichungen statt f ^ . . ,' ,,.3 1 1. 

nach und nach die Elemente f,, f„ f, u. b. w. F"r eme Achse LU, welche nm einen 

des ganzen Querschnitts und ebenso statt x, y, willkürlichen Winkel 9 (s. Flg. 71) von der 

._ ._!.__:.__ .^_...j.-...._ Symmetrieachse XX abweicht, ist lerner 

das Moment 

T = T, .sin9)' + T,.coS7■ 



J und V die entsprechenden Koordinaten x^, i 



.. ^. , .so erhalten wir durch. Ad' 

dition dieser sämüichen Glieder: ^^^^ ^^ -^ 

S(x-'f) + S{yH) = ^^}^'f) + S(c^f) = 2(r^f) ' t'= T, Csiny- + cos ^'I 

d. h. es ist die Summe der Trägheits- oder da nach der oben erwähnten goniometri- 

momente in Bezug auf die beiden Ach- sehen Formel 

sen XX und YY eines rechtwinkligen sinv^ + cosy' = 1 

Achsensjatems gleich der Summe der »t, so ist t — T 

Trägheitsmomente in Hinsicht auf ■> - ^1 

beide Achsen eines anderen ebenfalls i{ gieii« Erki r; 
rechtwinkligen von demselben Aus- >) sicho £iki! tis. 



QQ Elasticitäts- und Fesiigkeitslebre. 

gangspunkt ausgehendeu Achsen- Wenn man folglich in der obigenGleichang: 
Systems und gleich dem Trägheits- j ,,, 

inoment in Bezug auf den gemeinschaft- T, + T, = ~F (k^ + -^i 

liehen Ausgangspunkt, d. i. gleich der - ^ 1''' 

Summe derProdnkle aus den Elementen T = T, — T, 

desOuerschnittB und aus den Quadraten . , 

ihrer Entfernung von der Achse 0. einsetzt, so erhält man für jede beliebige 

Achse des regulären Polygons das Träg- 

Erkl. B3. Ist der Querschnitt (Fig. 73) eines heitsmoment 
gebogenenKörpers eine symmetrischeFigur j _ -j.^ ^ j_ J.pj'fti i ^'J 

und ist die Achse YY rechtwinklig gegen die ■ 4 \ 12/ 

Symmetrieachse XX, so findet noch eine Re- oder wenn man noch den Halbmesser des 
lation zwischen den Biegnngs- oder Trägheits- PoljgODS SA := SB = r setzt, wonach 
momenten statt. ^ i 

Sind So = a; und fo ^ y die Koordinaten n' = c- — -^-6' 

des Fiächenelements / in Bezug auf das Achsen- , „_i.-i. „„„ 

i7^, , ,r.v ■, ■ -^ f j ist, SO erhält man: 

System XX und Y Y, und ist auch fn = v der 

Abstand desselben Flächenelements /"von. einer j __ _Lp/^j Lfc2 i .Lh»^ 

anderen Achse UU, welche um den Winkel 4 V 4 "*" 12 / 

USX = n von der Symmetrieachse abweicht, oder: 

so haben wir für diesen Abstand ,_ 1 r / , 1 .,\ 



r = fm — nm 






-TT-T"-/ 


oder 1. = fm — ol 


oder, 


da ma 


n für ö* = 4r' — ih^ einsetzen 


oder, da 


kann 






-C^ = cos .. (denn X mfo = « als Winkel 

fO deren Schenkel piarvstse zu eln- 




T 


= ±r(.-i(..-„,) 


siid«r lenkreclit stehen) 


oder: 






also fm = fo . cos « 
und da ferner 




T 


F(r' + 2;i'> 
12 


-^ = sin«, also oi = So.sin« 


oder: 






So ' 
so ist, wenn wir diese Werte für fm und ol 




T 


-Hh'-i"+i-) 


in die obige Gleichung einsetzen: 






V =./-o.cos«-So.sin« 








oder, dB fo ~ ff und So = x, so ist: 








" = y ■ cos « - a: . sin « 






Figur 73. 


und auch f- = (y . cos <i — a; . sin «)' 








oder: 








c'=yHcosn)'+ii:*(sin«)' — 2a:y.sin«.cos« 









s auch 

/■ü* = fxHsia u)'- + /-^McoE «)'- sin 2« fxff 
(denn nach einer goniometriscben Formel ist 
und 2.sin...cos« = sin2«) 

.T (A-=) = (Sin «)^ :r (/'x') + (cos «>- ^(/^^') - 
9m2ßZ(/'xj/) 

Da wegen der symmetrischen Gestalt der Fi- 
gur jedem Element /l /j , . . ein gleiches Gegen- 
element zukommt, bei welchem y und folglich 
auch das ganze Produkt negativ ist, so fällt 
die Summe der entsprechenden Produkte für 
je zwei solcher Elemente und folglich auch die 
ganze Summe Z(fxff) = aus, und es ist daher 

.Z(r«)' = lsino)iZ(fa') + (cos«>'..J(/'ff>) 
oder: T = (sin «)' T, + (cos (■)' T, 
wobei T das Trägheitsmoment in Bezug auf 
irgend eine Achse UU, T, dasselbe in Bezug 
auf die Symmetrieachse und T, das in Bezug 
auf die YY -Achse bezeichnen und vorausgesetzt 
wird, dasB sämtliche Achsen durch den Scbwer- 
liunkt S der Figur gehen. 
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8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 

Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Dmok TOB Oarl Hammer in Stottgut. 



TT. 




I Elasticitäts- und Festigkeits* 
* lehre. 

irorts. V. Heft 406. — Seite 97—112. 

Mit 14 Figuren. 



L_l_li_I I ^ :1 ' l ^ 




Vollständig gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe nnd EntiicUnng der benntzten Sätze, Fomeln, Regeln, in Fragen nnd Antworten 

erlftatert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

aus allen Zweigen 

der Beehenlmnsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. sphärischen 
Tmonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Di&rential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Meehanik. Graphostatik, Chemie. Geodftsie, Nautik) 
mathemat. Geographie, Astronomie^ des Masehinen-, Strassen-, EJisenbahn-, Wasser-, 
Br&eken- u. Hochbau's; der Konstmktionsleluren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspektiTe, Sehattenkonstruktionen etc. etc. 

f&r 

Schiller, Studierender Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfoigreichen 

Studium, zur Forthfilflo bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer^ 

Mathematiker, Tereideter kOnlgl. preuH. Feldmesser, rereideter grossh. hessischer Geometer I. Klasse 

in Frankfurt a. M. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 406. — Seite 97—112 Mit 14 Figuren. 

Inhalt: 

Trägheits- und Widerstandsmoment regulftrer Polygone. — Polares Trägheitsmoment. — Trftgheits- und 
Widerstandsmoment von Kreis, Kreisring und Ellipse. — Trftgheits- und Widerstandsmomente von Qaer- 
schnittsflächen, die aus Kreisen und Bechtecken zusammengesetzt sind. — Bestimmung der ErOmmung und 

Senkung der elastischen Linie oder der gebogenen Mittelachse. 



J 



Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maler. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 4 

Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meebanik, niatb. €(eographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brfteken- mnd HoeblNines, des konstraktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in yollständig 
gelSster Fornt, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benntiten Sätie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieb in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — Yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, nnd zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
woden können. Die Losungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtignngen nnd erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Cnterrichtsplancs folgender Schulen: Realschnlen L nnd IL Ordn., glelch- 
berecbtigten höheren Bflrgerschulen, Priratschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gyanaalen, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bange werkschnlen, 
Cicwerbescbnlen, Handelsschulen, tecbn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fartbildugsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschnlen, 
Milltirachnlen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig -Frei- 
willige- und Offiziers-Exanien etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlnng inimerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert nnd wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu losen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. aninwenden und praktisch au verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung lur Auffrischung der erworbenen nnd vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 
Alle Buchhandlungen nehmen Hestellungeu entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a, M., Fisch erfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thnnüchst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerlagshaiidliing. 
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Frage 69. Wie gross ist, nach den oben 
entwickelten Formeln im allgemeinen das 
Widerstandsmoment oder der Querscbnitts- 
modnlns Q fttr einen Balken mit regelmässig 
polygonalem Qaerschnitt? 

Erid. 84. In beiden F&Uen ist: 

F = -i-ndÄ oder F = nhYr^^h^ 

oder F = -^n6'\/r'— (|-)' 



Das Yerh&ltnis der Widerstandsmomente 
T^ , T h 

r 



und -TT = 

h r 



Erkl. 85. Für den regelmässig achtseitigen 
Qaerschnitt ist 



und 



F = 4hh oder F = 2Y2.r^ 

2Y2 



oder F = 



2-V^2 



.^6* 



daher: 



mid 



oder Qi = 0,638 r^ 

Q2 = ^ oder Qj = !^— i r^ 

^ 3V2 + \^2 

oder Q, = 0,691 r» 



Antwort. Für einen Balken, bei dem 
die Anzahl der Seiten des regulär poly- 
gonalen Querhchnitts gerade ist, hat man, 
wenn r den Halbmesser des umbeschriebe- 
nen, h den Halbmesser des einbeschriebenen 
Kreises und h die Kantenlänge bezeichnet, 
entweder 

Y, = r oder Y, = Ä = y r'- (|-)' 

zu setzen, je nachdem die im Schwerpunkt 
auf der neutralen Achse errichtete Senk- 
rechte einen Eckpunkt oder die Mitte einer 
Seite trifft, daher ist far den ersten Fall: 

ij. . .VJi - Y4 "" r ~" 12r 

und fär den zweiten Fall: 

T 



oder: 
2). . 



Q2 = v" ^^^^ Q2 = 
^2 ~ 12Ä 



Ist die Anzahl n der Seiten des poly- 
gonalen Querschnitts ungerade, so bat 
man fär Y stets = r als den grösseren 
Abstand in Rechnung zu bringen, voraus- 
gesetzt, dass die Krattrichtnng in eine Sym- 
metrieachse des Querschnitts fällt. 



i) Siehe Erkl. 84. 



«). Polares Trägheitsmoment. 



Frage 70. Was versteht man unter dem 
polaren und dem äquatorialen Träg- 
heitsmoment? 



Erkl. 86. Aequatorial (vom lat. aequäre = 
gleichmachen) heisst den Aequator oder Gleicher 
betreffend, d. h. in diesem Fall sich auf die- 
jenige Linie beziehend, welche einen symmetri- 
schen Qaerschnitt in zwei gleiche Teile trennt. 

Polar vom griech. polos = Drdipunkt) heisst 
die Pole oder im vorliegenden Fall den Schwer- 
punkt (welcher bei symmetrischen Flächen zu- 
gleich Mittelpunkt ist) betreffend. 



Antwort. Wenn man das Trägheits- 
moment nicht auf eine Schwerlinie, sondern 
auf den Schwerpunkt selbst bezieht und 
den Abstand eines Flächenelements f vom 
Schwerpunkt S mit r bezeichnet, so ist 
das polare Trägheitsmoment: 

1) Tp = Sr'^f 

d. h. gleich der Summe der Produkte aller 
Flächenelemente in die Quadrate ihres Ab- 
stands vom Schwerpunkt, zum Unterschied 
von dem auf die neutrale Achse bezogenen 
Trägheitsmoment, welches man auch das 
äquatoriale Trägheitsmoment nennt. 

Ftlr den Abstand des Flächenelements f^ 
(siehe Fig. 74) ist 

r' = ip' + y"^ 



Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



98 



Elasticitats- und Festigkeitslehre. 



Figur 74. 




-nt 



demnach ist das Trägheitsmoment der Summe 
aller Flächenteilchen: 

Zx^f ist aber das äquatoriale Trägheits- 
moment T^ in Bezug auf die senkrechte 
Achse mm, und ^y^f ist das äquatoriale 
Trägheitsmoment Ty in Bezug auf die wage- 
rechte neutrale Achse nn, mithin ist das 
polare Trägheitsmoment: 

Tp = T,+ Ty 

Ist der Querschnitt symmetrisch in Bezug 
auf den Schwerpunkt, dann ist auch 

T, = Ty = T 

und somit 

2). . . . Tp = 2T 

d. h. es ist dann das polare Trägheits- 
moment gleich dem doppelten äquatorialen 
Trägheitsmoment. 



J), Träghelts- und Widerstandsmoment von Kreis, Kreisring 

und Ellipse. 



Frage 71. Durch welche Formeln, wird 
das Trägheits- und Widerstandsmoment 
einer Kreisfläche ausgedrückt, und ans wel- 
cher Betrachtung ergibt sich die Richtig- 
keit dieser Formeln? 



Antwort. Das Trägheitsmoment einer 
Kreisfläche vom Durchmesser ä ist: 



Figur 75. 




1). 



T = ^d*^ (= 0,0491 d*) 
64 



und das Widerstandsmoment oder der Quer- 
schnittsmodulus 



2). 



Q = ^t?3;r (= 0,0982 d^) 



Beweis. Denkt man sich den Kreis 
aus lauter Dreiecken bestehend, deren 
Grundlinie 6 , siehe Fig. 75, sehr klein ist. 
so dass man sie als geradlinig annehmen 
kann, so ist deren Höhe gleich dem Radius 
r, und das Trägheitsmoment jedes dieser 
Elementardreiecke auf die Spitze derselben 
bezogen nach Gleichung 42). in Erkl. 78: 

4-&r3 

Das polare Trägheitsmoment des Kreises 
ist die Summe dieser, also 



4 



4 



Die Summe aller der unendlich vielen, 
unendlich kleinen Bogenstückchen 6 ist aber 
gleich dem Kreisumfang, und demnach ist 
das polare Trägheitsmoment: 
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oder: 

Erkl. 87. Vergleichen wir Formel 20). in B). . . . Tp = -2-r*7r 

Antw. auf Frage 61 mit der nebenstehenden , _ , __. , . , 

Formel 5). , so ergibt sich aus dieser Ver- «»d das polare Widerstandsmoment 

gleichung, dass die Tragkraft eines Balkens n — '^p 

von quadratischem Querschnitt zu der eines Qp = ~^ 

aus ihm verfertigten Cylinj^ers sich verhält wie oder: 

1 : 0,5895 , denn nach Gleichung 20). ist die n — -^ 3 

Tragfähigkeit eines Balkens von quadratischem **)•••• Q/> = "2"^ ^ 

Querschnitt : 

p _ J^ sa^ Da aber nach Gleichung 2). in Antwort 

6 * Z auf Frage 70 

und nach nebenstehender Gleichung 7). ist die Tji, = 2T 

Tragfähigkeit eines cylindrischen Balkens j^^^ g^ jg^. ^^g äquatoriale Trägheitsmoment 

^ ~ 32 ' r T = -i-T„ 

Da nun die Eantenlänge a dem Durchmesser oder: 

d entspricht^ so verhalten sich die Tragfähig^ 1 

keiten der beiden Körper 5) T = -^-r*7r 



oder: 



^ '^i =^ g • -y- • 32 — i — ^^^ wenn wir in diese Gleichung für 

^ ^^ ~~ 6 • 32 ^ 



^^^^' Q 314159 einsetzen, so ergibt sich: 

P : P, = 1 : - -^— - 1 / 1 ,\* 

oder: T == -ri^d) n 

P : P^ == -1 : 0,5895 , 4 \ ^ / 

^ ' oder: 

oder es verhält sich die Tragfähigkeit des Cy- 11 

linders zu c^r Tragfähigkeit des quadratischen ^ ^ X * T6 '^* ^ 

Balkens, aus welchem er gefertigt worden ist: oder: 

P, : P = 0,5895 : 1 ^ _ ±^, 

oder: • ^ ~ 64^ 

p . p __ 1 . 2 7 

was der obigen Gleichung 1). entspricht. 

Erkl. 88. Aus der nebenstehenden Formel , »i? Entfernung der äussersten Faser von . 

7) kann man die Grösse d als erforderlichen der neutralen Schicht beträgt aber. Y =; ^ ä,. 

Durchmesser eines cylindrischen Balkens be- folglich ist das Widerstandsmoment oder 

rechnen, und erhält dafür allgemein: der Querschnittsmodulus 

d = V^^ Q = -?- oder Q = -^- 

^ 87T ^ {d 

oder: 2 

6) Q = i<*^- 

und die grösste zulässige Belastung bei der 
Länge l und dem Sicherheitskoeffizient s: 



Frage 72. Wie findet man das Träg- 
heits- und Widerstandsmoment eines Halb- Antwort. Der horizontale Durchmesser 
kreises und wie gross ist dasselbe? AB (Fig. 76) teilt den Vollkreis in zwei 

Halbkreise, und es ist das Trägheits- 
moment für eine solche Hälfte in Bezug 



oder: 



oder: 



ElasticiUts- und Featigkeitalehre. 



anf den Darchmesser genan halb eo gross 
als das TrIkglieitsinomeDt der ganzen EreiE- 
&&che, also mit ßezag anf Formel 1). in 
Antw. aof Frage 71 ist in diesem Fall 

' 2 64 
'"^' = 128" 



^i»ff 



(tlehe Etlmperli I^bibnah d«r SUtIk, Seite IST) 

von dem Mittelpunkt C des Kreises ab, es 
ist daher far die mit dem Dnrcbmesser AB 
parallel laufende Achse NN, welche dnrch 
den Schwerpunkt S geht: 

T = T, - F (CS)' 

1). . . . T = O.OOÖSSd* (■lctiaHIIfir«oba.l> 

Ferner ist: 

CS oder Yj = |— oder Y, = 0,212 d 



HUfnechaong. 



j oder Y, = 0,5 d- 0,212 d 
T = T, -F(C8)* oder Y, = 0,288 d 

p/2i\' folglich ist: 

'■ — '~ \33i/ T ^ „ 0,00685<i» 

oder: T^ ***" Q' = 0,288 d 






oder: 

2). . ■ . . Q, = 0,0289 i' 



oder da die Fliehe des Halbkreises F = -^ oder: 
so ist: 3). 

^ _ ^ _ 4d'.<i'7t 



oder: 

oder: oder: 



Dagegen ist far den Halbkreis mit senk- 
rechtem Durchmesser 



oder; 



'(W-W) '\' ■ ■ ■ T = 0.0245<i. 



oder: oder: 

T =: d»n (0,00781 — 0,00563) 
oder: 5). . 

T = 0,00218 d% 

T = 0,00685 d* 



0,0245 d* 
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Frage 73. Wie findet man das Trag- 
heits- und Widerstandsmoment eines Kreis- 
rings nnd wie gross ist dasselbe? 



Figur 77. 




Antwort. Bezeichnet man mit D den 
Durchmesser des äusseren nnd mit d den 
Durchmesser des inneren Kreises, so ist 
nach Formel 1). in Antw. auf Frage 71 das 
Trägheitsmoment der grösseren Kreisfläche: 

und das Trägheitsmoment der kleineren 
Kreisfläche: 

T = l^ä^n 

und gleichwie man durch Subtraktion der 
kleineren von der grösseren Fläche den 
Inhalt des Kreisrings findet, so findet man 
hier durch dasselbe Verfahren in Bezug auf 
das Trägheitsmoment: 



1). 



T = 



64 



7r(D»— d*) 



Der Abstand Y der äussersten Faser von 
der neutralen Achse nn beträgt ^D, folg- 
lich ist das Widerstandsmoment 



Q = 



i7r(D*-(2*) 



oder: 
2). . 



2 



D 



Q = 



k^i^'-^') 



D 



und die Tragfähigkeit 



3). 



"" 327 \ D / 



Das polare Trägheits- und Widerstands- 
moment ist doppelt so gross. 



Frage 74. Verwendet man zu einem mas- 
siven Cylinder vom Durchmesser «T und zu 
einem hohlen Cylinder von derselben Länge 
and den Durchmessern D und d gleichviel 
und zwar einerlei Material (z. B. Ousseisen) 
so findet man durch Vergleichung der For- 
meln 7). in Antw. auf Frage 71 und 3). in 
Antw. auf Frage 73 welche für die Mecha- 
nik wichtige Thatsache? 



Antwort. Verwendet man zu einem mas- 
siven Cylinder vom Durchmesser ^ und zu 
einem hohlen Cylinder von gleicher Länge 
und den Durchmessern D und d gleichviel 
und zwar einerlei Material, so findet man 
durch Vergleichung der vorstehenden For- 
meln, dass die hohle Röhre eine grös- 
sere Tragfähigkeit besitzt als der 
massive Cylinder. 

Beweis. Nach Formel 7). in Antw. auf 
Frage 71 ist die Tragfähigkeit eines Bal- 
kens von kreisförmigem Querschnitt: 



P = 



8 

327 



6^71 



Hf2 Kiüftidt&U* und Festigkeitslehre. 

und nach Formel 3). in Antw. aaf Frage 73 

HUfarechnttiigen: ^^^ ^^® Tragfähigkeit eines Hohlcy linders von 

rinj^förmigem Querschnitt: 
1). 1)M tmdMtmMiobenstohendenKrörterungen » ^ ^^ {D^—d^) 

\ni, mUi^ rjr ^ .„^.. ^^awj^,^ ^2) folglich ist das Verhältnis ihrer Tragfähig- 

UdHistMl. nm\m kÄim, »o Ittiit sich die neben- p p _ » r> «^ (p^^d*) 



,.;<'>*-''*) ^ oder: 



Auoh )toliris|lit)n; * ^ ' D 

P' l\ r-, tT'.irj ^*' ^'* [J ^ Die Wanddicke des Ringes ist j(D — d) 

,^^l^i.. und jedenfalls aosdrflckbar in einem Bnich- 

V\V '« J; ^^^^ ^^^ Halbmessers resp. Dorchmessers. 

. , ' ^ ^^ Nehmen wir an, diese Wanddicke betrage 

^ * * .^ l)^ t-i<* den n*« Teil des Halbmessers, oder was 

i* » '\ V *^ " * l> dasselbe ist, sei 

VA\ DVD« - tl^:l>' + d' ^(D-d) = ^ 

m tWut^v iMx'li u<^b«i\»t«hMui«ii KH^terungen: oder: " 

vD *lw- ^^ *U0 D .'^ ist. ^D-rfi = — 

MN ^»1 AHU'hi SO ergibt sich mit BAcksklit darasf, dass 

h4 \ ii^<4^ j^^ w^<^ »3 ^>^^ Cjünder aas glekkTiel Masse be- 

^^ ^\ ^ ^ II \ ^\ . n\i' ^'^ ^i-„\5'^"^ sieben soUen uid somit bei gleicber Länge 

^s^l^v > a«cb gleiche Qverscbnitlsääc^eB baben mfls- 

.... Hi ^ , ^.^ sen, also 






41 : oo«r: 
v*^*»^ ^i = Di — j^i 

/<^<^ ' y^l»e;a vir XXX ^B.ai&. «i;KS die Wand- 

V >r *^, > ; • — , ,: ;^%-^ :— :^* Äirie «is K^d^^esL Cyiaitex «iea S. Teil 






t^ >r 



« 



'^ r*^' , r*=— i. ^: 



,^^«itjL »u. %• > tui. 5^ t»-ri-ih: s^ku 555. « «^ikfc;fa ^wx Jo» »te- i«stewBden 

^ ^ ^ .r .^^ . _ - v~üükaiOir rtr ^ai Victmitn» «uer Tragkraft 

" ^ M ' — -.-:• — ■ — * ^j^ ÄjÄsc^iOL A OST it» luiiiffit C^ünlers, 

>i-.i.nt{!t vx Ää »Aoofiianöt aar iialo 

*^ X.u\^;j..$aj*^:»*ni UV '>*r;»ai|pöit: tii» boh- 

iv.i : i-M.a ^ u*x^ :tvn»i $a ^irtiss als die 
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Erkl. 89. Es muss bei Anwendung hohler 
Cylinder ein richtiges Verhältnis zwischen dem 
inneren und äusseren Durchmesser stattfinden, 
so dass die Wand nicht zu schwach wird und 
den erforderlichen Widerstand leisten kann; 
überdies muss der Cylinder genau gearbeitet 
sein, so dass, namentlich bei gegossenen Röh- 
ren, die Metalldicke überall dieselbe und ohne 
Fehlstellen ist. 

Man hat sich viele MQhe gegeben, zuvörderst 
das beste Verhältnis des inneren Durchmessers 
zoni äusseren für die stärkste Tragkraft hohler 
Cylinder zu finden. Nach Girard soll die re- 
lative Festigkeit am grössten sein, wenn der 
innere Durchmesser sich zum äusseren verhält 
wie 51:112. Indes ist dies Verhältnis weit 
Meiner als dasjenige, welches die Engländer 
praktisch in Anwendung zu bringen pflegen. 
Btu:hanan nimmt zu Wellen der Mühlräder 
hohle Cylinder, deren Durchmesser 8 und 4 
sind; nach Tredgold aber verhält sich die re- 
lative Festigkeit eines hohlen Cylinders zu der 
eines massiven von gleicher Metallmasse, wie 
1,7 : 1, wenn der innere Durchmesser sich zum 
äusseren wie 15 : 25 verhält, und wie 2 : 1, wenn 
d: D = 7 :10 ist. Für das erstere Verhältnis 
beträgt die Metalldicke 0,2 der Dicke des gan- 
zen Cylinders, für das letztere 0,15 derselben, 
und er hält letzteres für das Minimum, wenn 
das Metall noch stark genug bleiben soll, um 
nicht eingedrückt zu werden. 

Erkl. 90. Die inneren Teile eines massiven 
Cylinders nehmen einen verhältnismässig ge- 
ringeren Anteil als die äusseren Teile an sei- 
nem Widerstandsvermögen gegen die Biegung, 
weil Drehung wie Zusammendrückung zugleich 
mit dem Hebelarm der gespannten Fasern ge- 
gen die Mitte hin sich mindern. Durch Aus- 
höhlung verliert daher ein Cylinder, einen kei- 
neswegs im Verhältnis zur entfernten Masse 
stehenden Teil seiner Widerstandskraft gegen 
Biegung, und wenn ma^ z. B. die Hälfte der 
ganzen Masse aus dem massiven Cylinder heraus- 
bohrt , so verliert er doch nur Vi seiner ur- 
sprünglichen Widerstandsfähigkeit. Aber aus 
der Masse eines vollen Cylinders lassen sich 
zwei Hohlcylinder von gleicher Länge und Dicke 
ausführen, deren Tragungsv er mögen, zusammen- 
genommen, sich zu dem des vollen Cylinders 
verhält wie 3 : 2. Hieraus ergeben sich höchst 
interessante Vergleiche in dem grossen Haus- 
halt der Natur, wie z. B. in Betracht der röh- 
renförmigen Knochen der Menschen und Tiere, 
der Halme bei den Getreidearten u. s. w. 



Ferner geht aus den obigen Beispielen 
hervor, dass die Tragfähigkeit des hohlen 
Cylinders um so stärker wird, je geringer 
(innerhalb gewisser Grenzen) dessen Wand- 
dicke ist. ^). Aus demselben Grunde be- 
sitzen dünne Metallstreifen oder Bleche, 
welche man so gebogen hat, dass ihre Qaer- 
schnitte eine Wellenlinie aas abwechselnd 
erhabenen und vertieften Halbkreisen be- 
stehend bilden, sogenannte Wellbleche, eine 
verhältnismässig sehr grosse Tragfähigkeit. 



i). Siebe Erkl. 89. 



Frage 75. Aus welcher Betrachtung er- 
.gibt sich das Trägheits- und Widerstands- Antwort. Denkt man sich die Ellipse 
moment einer Ellipse, und wie gross ist und den umschriebenen Kreis (siehe Fig. 78) 
dasselbe? in sehr schmale Streifen geteilt, die als 

Eechtecke angesehen werden können, wel- 
che die Breite x und die Höhen h und h^ 



Elaaticitäts- nnd Festigkeitslehre. 



haben, so sind deren Trägheitsmomente nach 
Gleichung 13)., siehe Antw. auf Frage 58).: 

-ö-jbA' und -ö-atÄi' 

Die Trägheitsinomente verhalten sich also 
wie Ä';A^=, Das Verbältma der Höhen A ; \ 
ist aber konstant =; ^o ; ^Ä = a: A, wenn 
man mit a und A die resp. Achsen der 
Ellipse bezeichnet, und es ist demnach: 

oder das Trägheitsmoment der Ellipse ver- 
balt siqb zum Trägheitsmoment des Kreises 

T^ : T^ = aä : A> 
nach Gleichung 1). in Antw. auf Frage 71 
ist aber das Trägheitsmoment des Kreises: 



ErU. 91, Eine Ellipse ist eine in sich seihst 
zurück laufende oder geschlnssene krumme Linie 
(oder Kurre). welche die Eigenschaft hat. dass 
die Summe der Entfernungen jedes ihrer Punkte 
Ton zwei bestimmteu innerhalb der Kurve lie- 
genden Punkten, den Brennpunkten, eine un- 
veränderiicbe oder konstante Grösse ist. Diese 
Eigenschaft benutzt man bei der sogenannten 
Fadenkonstruktion der Ellipse. Legt man 
nämlich einen geschlossenen Faden so auf die 
Zeicbenfläche . daes zwei in ihr aufrecht fest- 
gesteckte Nadeln a und b (Fig 79) sich inner- 
halb des Fadens befinden, spannt den Faden 
mit der Spitze c eines Bleistifts straff und führt 
diesen so weiter, dass er alle bei (iBspanntem 
Faden mfigiichen Lagen durchläuft, so beachi eibt 
er eine Ellipse, deren Brennpunkte die Stand- 
punkte a und b der Nadeln sind. 

Figur 79. 



oder da in Fig. 78 d = A, so ist; 



oder: 

1). . . . T = ^An'jr {= 0,05Aa^) 

das Trägheitsmoment der Ellipse; steht da- 
gegen die Ellipse hocbkantig (siehe Erkl. 91), 
dann ist: 




Steht die kleine Achse a senkrecht, dann 
ist Y = 5" a und somit das Widerstands- 
moment: 



oder : * 

3). . . . Q =^A«'7r C-0,lAa') 

Steht die grosse Achse senkrecht, dann ist 
Y = ä"A und somit: 



Die durch die Brennpunkte gelegte gerade 
Linie df heisst die grosse Achse, die in der 
Mitte zwischen den Brennpunkten senkrecht auf 
jener stehende Gerade gh die kleine Achse ""*''■ 
der Ellipse. Der Schnittpunkt o beider heisst 41 
der Mittelpunkt der Ellipse und halbiert die 
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Längen der Achsen. Die Ellipse liegt sym- Die Tragfähigkeit ist im ersteren Fall; 
metrisch zu beiden Achsen, wird durch jede 
in zwei gleich grosse sich deckende oder kon- 5). . . . P = 
gruente Hälften, durch das Achsenkreuz in vier 
kongruente Teile geteilt. Die Gestalt der Ellipse im zweiten Fall : 
hängt Yon dem Verhältnis ab, in welchem die 
Längen der Achsen zu einander stehen; je we- 6), . . . P = 
niger sie sich von einander unterscheiden, um 
so näher liegen die Brennpunkte am Mittel- 
punkt, um so mehr ähnelt die Ellipse einem 
Kreis; je grösser der Längenunterschied beider 
Achsen ist, um so weiter liegen die Brenn- 
punkte vom Mittelpunkt ab, um so flacher 
oder gestreckter ist die Ellipse, um so mehr 
weicht ihre Gestalt von der des Kreises ab. 



sAa^TT 



saA^TT 



Frage 76. Wie findet man das Träg- 
heits- und Widerstandsmoment eines Ellip- Antwort. In ganz analoger Weise wie 



senrings und wie gross ist dasselbe? 



Figur 80. 




beim Kreisring findet man auch beim El- 
lipsenring das Trägheitsmoment, indem man 
das Trägheitsmoment der kleineren Fläche, 
welches nach Gleichung 2). in voriger Antw. 
mit Bezog auf Fig. 80 : 

beträgt, vom Trägheitsmoment der grösseren 
Fläche, welches 

beträgt, subtrahiert. Es ergibt sich somit 
für das Trägheitsmoment des Ellipsenrings : 



1). 



T = -^7r(aA —«lAi ) 



Der Abstand Y der änssersten Faser von 
der neutralen Achse beträgt \ A und somit 
ist das Widerstandsmoment: 



2). 



^ " 32 A 



und die Tragfähigkeit: 

S7T (aA^ — aiAi^) 
S2l Ä 



3). 



P = 



fi). Träg^heits- und Widerstandsmomente von Querschnittsflächen, die 
aus Kreisen und Rechtecken zusammeng^esetzt sind. 



Frage 77. Wie findet man das Träg- 
beits- und Widerstandsmoment für die ge- 
rippte Querschnittsform Fig. 81, und welche 
Werte ergeben sich für beide Grössen? 



Antwort. Es kann das Trägheitsmoment 
für die in Fig. 81 dargestellte Qaerschnitts- 
form aus solchen für Rechtecke und Kreis 
nach den bereits gegebenen Formeln abge- 
leitet werden. (Wobei geringe Vernachläs- 
sigungen unter gewöhnlichen Verhältnissen 
statthaft sind nnd z. B. mnop als ein Recht- 
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Figur 81. 



^ r« V * ■> ny p » 







J. " 



h \ h 



» « 



/ 



Ö. 



P, 



--'», 



eck angesehen werden kann, obgleich np 
ein Kreisbogen ist.) Das Trägheitsmoment 
der Kreisfläche ist nach Formel 1). in Antw. 
auf Frage 71 = 



1 
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d»jr 



Ferner ist nach Gleichong 14)., s. Antw. 
auf Frage 59 für das Eechteck mnpo und 
m^ftiP^Oi das Trägheitsmoment = 

und für das obere und untere Rechteck ist 
das Trägheitsmoment: 

Addieren wir diese drei Posten, so er- 
halten wir das Trägheitsmoment der ge- 
samten Qaerschnittsfläche: 

oder ^2 ^ gemeinschaftlichen Nenner her- 



\\ . T 
und hi 

und ftlr 



IS encibt sich für 



•3i 



mu; ^uiKCMnmimiimiOU Ar «ku ia Fi^. ^^ • » « w - * • ^ 

^«MSKOtiiit iii äjrwtt^iwrscüjic:. w^x^h^r *i» Amtwwrt. la aaalofer Weise wie m der 
iuuüühoi Jicm iie:ÄrAnr.ttoI^«r$vha£;;.e Aii:wv« aar a» wr^ Frage werden zu- 



Ät«f: 



*""ii*iir ^li. 



— - j. ~ ~ - 



iLkrh;$( a>* eÜLKtJieii Irigheitsmomente der- 
j^iizfcp» Fl;k:ft<ii ^sucht. in weiche man sich 
ÜB %vrIi<5^aii!eA F;L[i dän Qnersdmitc zer- 

I>. D;& rr^^eicsmument der Xreis- 
tllcie *cm. Dur^hmiesser J is4 = 



li* 



jt 



*. * 



i . I *j Tnj^tiicsmonKac der zwo hori- 
^ji:^:;»! F.ir^l vioo» :SMBnerfen — 



i. Vik? rrtcKLtsnumfinfi der Saam- 
^ . Vvicv V'^c-X'.i^^uaieac der zwei ver- 
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5). Das Trägheitsmoment der Saam- 
nerven dieser Flügel = 

und somit ist das Trägheitsmoment des ge- 
samten Ereuzqaerschnitts 

oder wenn wir ^ als gemeinschaftlichen 
Nenner herausnehmen: 

Ferner ist Y = «Iä, folglich ist das 
Widerstandsmoment: 

2). Q = ^ (0,hS^d^ + {h---d)b^+2c {bt^'--b^^) + b (h^-d^) + {bi-'b) {ßcl^^^ 



e). Bestinimuiig der Krflmmuiig und Senkung der elastischen Linie oder 

der gebogenen Mittelachse. 

Frage 79. Was versteht man unter der 
elastischen Linie eines gebogenen Bai- Antwort. Unter der elastischen Linie 
kens? eines gebogenen Balkens versteht mau die- 

jenige krumme Linie oder Kurve, welche 
das mittelste Kobäsionsband, die neutrale 
oder elastische Faserschicht, ohne seine 
Länge zu ändern, infolge der Biegung bildet, 
oder unter Berücksichtigung der Erkl. t)5 ist 
die elastische Linie der geometrische 
Ort der Schwerpunkte aller Quer- 
schnitte des Körpers. 



Frage 80. Welches Gesetz gilt von den 
Krümmungshalbmessern (siehe Erkl. 92) der 

elastischen Linie, welche Gleichung bestimmt Antwort. Das Gesetz und die Gleichung, 
den Krümmungsradius für einen bestimmten durch welche der Krümmungshalbmesser (s. 
Punkt der elastischen Linie und aus wel- Erkl. 92) für ein beliebiges Bogenstück der 
eher Betrachtung ergibt sich die Kichtig- elastischen Linie bestimmt wird, lautet: 
keit des erwähnten Gesetzes? YiXr eine gegebene Belastung P sind 

die Krümmungshalbmesser beliebiger 
Bogenstücke der elastischen Linie 
den diesen Bogenstücken entspre- 
chenden Hebelarmen (also den Entfer- 
nungen dieser Bogenstücke vom Aufhänge- 
punkt der Last P) umgekehrt propor- 
tional, oder: 

1) . ... 11= -_. — 
' Pa; 

Zum Beweis der Richtigkeit des Vor- 
stehenden diene folgende Betrachtung: 



EluticitfitB- und Festigkeitslehre. 




Die Stärke der Biegung eines prismati- 
EcbeD Stabes ist eiDerseits von der Stärke 
seiner DebnnDg, sowie anderseits von der 
Stärke seiner Znsam men drück an g, also von 
der Grösse l abhängig, wenn wir mit k 
die DebnnDg oder Znsammendrückang eines 
Stäbcbens von 1 mm Länge nnd 1 Qmm 
Quersi-bnittsfläche im Abstand 1 von dem 
nentralen Band bezeichnen. Dieser Wert X, 
welcher der Länge des Hebelarms z pro- 
portional ist, vermindert sich vom befestig- 
ten Ende des Stabes gegen das belastete 
hin. Die ErOmmang gleich lang er Bogen- 
abschnitte der elastisclien Linie ist folglich 
ungleich und zwar von der Befestigangs- 
stelle gegen das freie Ende bin abnehmend. 

Es sei nnn wieder ABFE (siebe Fig. 83) 
ein sehr kleines Stück des Prismas, welches 
vor dem Eintritt der fiiegnng begrenzt ist 
von zwei senkrecht dnrch die nentrale Achse 
geführten Querschnilten. Die Dreiecke FMC 
und DME lassen die infolge der Biegang 
bewirkten Aenderungen der Fasernlänge in 
verschiedenen Abständen vom neutralen Band 
flberseben. __ 

Die Linien BA nnd FE sind parallel lau- 
fend nnd man darf daher 

^ BF = ÄE = NM 
setzen. Es ist somit FC die Dehnung A[ der 
Faserlänge BF im Abstand MF = T vom 
neutralen Band, also ^ die Dehnung im 

Abstand 1 und y^yf die Dehnung der 
Faserlänge 1 im Abstand 1 , welche wie 
schon bemerkt mit X bezeichnet werden 
soll, so dass 



^^U^ = X 



Es sei nnn 



Y.MN 



NJ = 



MJ = 



der ErQmmnngsbalbraesser (siehe Erkl. 92) 
des Bogenelements NM. Da demnach in 
Punkt J die verlängerten Linien^ BÄ und 
tu zusammentreffen, da ferner BA mit FE 
parallel läuft, so entsreben die ähnlichen 
Dreiecke NJU und FUG. in diesen ver- 
hält sich: 

FC:FM = NM:E 
daraus folgt: 



FC 






FM.NM Y.NM « 

Wird dieser Ausdrnck dem vorher unter 
Gleichung a). gefundenen gleichgesetzt, so 
folgt: 
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ErkL 92. Unter dem Krümmungshalbmesser . 2 — — 

versteht man den Halbmesser desjenigen Krei- ^' * "5" 

ses, der unter allen berührenden Kreisen mit ^ , ^. t\^u«„„« 1 /«„j* «„« «i««^i.^ n ^ 

irgend einem sehr kleinen Teil DE einer krum- ^' ^' ^?« ^ehnung A (ond aas gleichen Grün- 

men Linie oder Kurve AB am innigsten zu- ^^^ ^*® Zusammendrückung) an beliebiger 

sammenfällt. Ein für vorliegende Zwecke hin Stelle eines gebogenen prismatischea Stabes 

reichend genauer Ausdruck für denselben l&sst verhält sich umgekehrt wie der der betref- 

sich, wie folgt, auffinden: fendeif Stelle angehörende Krümmungshalb- 

Die Kurve AB werde auf ein rechtwinkliges messer. Da aber nach Antw. auf Frage 54 

Koordinatensystem (s. Erkl. 93) bezogen, AX die Spannung S der Verlängerung ^i und 

sei die Abscissenachse, DF und GH die geo- dem Elasticitätsmodulus proportional, also 

metrischen Tangenten (s. Erkl. 94) der Punkte ^j S = £A 

D nnd E, welche die Achse unter dem Winkel . ' * . ' . , ^ 

a nnd a, schneiden; femer sei: ist, so ergibt sich, wenn wir diesen Wert 



osd 



DC = CE = R 



in Gleichung 34). einsetzen: 



"P 1 T 
2J:DCE = <r e) P« = ^^ 



Yorausgesetzt, dass alle Winkel in Bogenmassen ti , , , . , j tt 1 

für den Halbmesser = 1 gegeben siijd. Es besteht aber zwischen der Veriänge- 

Setzt man die Länge von DE = 6, so ist: J?^« ^t ^er äussersten Faserschicht in 

h = R(f Entfernung Y und der Verlängerung l der 

oder, weil J = n — a^ sein muss: Faserschicht im Abstand 1 die Proportion: 

6 = R(« — «J Ai : A = Y:l 

Hieraus erhält man ftlr also 

= T~^ ^ 

\^ '^li " Setzen wir diesen Wert in Gleichung e)., 

Für diesen Ausdruck kann man aber, je nach- ^ ig^. 

dem die Kurve sich wendet, alllgemein setzen: * Pas = AET 

b t 

R = :± / ^ X oder, da nach Gleichung c). A = -^, so ist: 

(Sine genaue Formel fnr die Berechnung des Krilm- "KTÜ 

mongshalbmeesera ist in A. JT^/mptfrf, Lebrb. d. Dynamik f\ Pj. __. 

i. d. Absehn. y. der parabolischen Bewegung entwickelt.) ' R 

oder, da für einen parallelepipedischen Stab 

Erkl. 93. Unter Koordinaten (vom latein. nach Gleichung 14). in Antw. auf Frage 59: 

coordinatus = zugeordnet) versteht man Zahlen- m JLfeA^ 

grossen, durch welche die Lage von Funkten "^ 12 

in einer Ebene oder im Raum bestimmt wird, gQ {^i f(^ diesen Fall: 

zu welchem Zweck für jeden Punkt 2 resp. 3 vjjiks 

einander zugeordnet sind, d. h. zusammenge- Px = 

hören. Will man die Lage eines Punktes be- 12 R 

schreiben, so geht man von bekannten als fest- folglich 

liegend angenommenen Punkten , Linien oder "Ebh^ 

Flächen aus und gibt Im, in welcher Entfer- ^) •" — \2Fx 

nung und Richtung von diesen jener Punkt tj. /^i-i. 1 j-i.- 

Hegt; die hierzu nötigen Längen und Winkel, ^^ dieser Gleichung kann x die honzon- 

welche die Lage des Punktes bestimmen, heissen tale Entfernung eines beliebigen Punktes 

Koordinaten. der elastischen Linie, vom Anhängepunkt 

Wenn z. B. in einer Ebene zwei zueinander der Last bis zum Befestigungspunkt 0^ 

senkrechte, unbegrenzte gerade Linien XOX bedeuten. Jedoch müssen diese Längen 

und YOY, siehe Fig. 85, gezogen werden, so ^^^ p^^ki; q ^us gemessen werden. Es 

'' l^^l ?f' ^"^^^ P bestimmt, sobald ^^ ^^ bequemer zu setzen: 

man seme Entfernung von den beiden Linien, ^ 

d^h. diejiänge der Lote PY^ = ÖXi und ^j r = ®^^^ 



PXi = OYi kennt. Die beiden Lote, durch 12P(?-a?i) 

deren Längen die Lage des Punktes unzwei- wo dann x^ eine vom Punkt 0^ aus be- 
deutig angegeben wird, heissen die Koordina- stimmte horizontale Entfernung vorstellt, 
ten des Punktes P. Wül man nun die Lage z. ß. für das Bogenstück NM ist 
emes Punktes im Raum bezeichnen, so legt 

man ein Koordinatensystem zu Grunde, welches ^t = ÖTN 

aus drei aufeinander senkrechten Koordinaten- u^d 



achsen OX, OY und OZ besteht. Öurch diese l — x^ = ML 
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Achsen werden drei zu einander senkrechte 
Ebenen, die Eoordinatenebenen, festgelegt, 

siehe Fig. 86, nämlich Jiurch ÖXjind ÖY die 

Ebene XOY, durch OY und OZ die Ebene 

YOZ und durch OZ und OX die Ebene ZOX. 

Ist nun ein Punkt P im Raum durch seine 
Koordinaten zu bezeichnen, so fällt man von 

ihm aus das Lot PR auf die XY- Ebene; ist 
die Länge desselben, nebst den Koordinaten 

RY und RX des Fusspunkts R bekannt, so 
ist damit die Lage von Punkt P unzweifelhaft 

bestimmt. RX, RY und PR sind also die Ko- 
ordinaten des Punktes P, oder da RX = PT 
und RY = PS, so kann man sagen: 

die rechtwinkligen Raum -Koordinaten 
eines Punktes sind seine Entfernungen von 
den drei Koordinatenebenen. 

Bei Anwendung eines Koordinaten- Systems 
nennt man die auf der X-Achse senkrecht 
stehenden Linien bezw. die Masszahlen, welche 
ihre Längen angeben, wie z. B. in Fig. 85 die 

Linie PX^, Ordinaten (vom lat. ordmis, die 
Reihe, Ordnung), während die durch die Or- 
dinaten auf der OX- Achse abgeschnittenen 
Stücke bezw. deren Masszahlen, wie z. B. in 

Fig. 85 die Linie ÖXi die Abscissen (vom 
lat. abscindere, abschneiden, trennen) der ihnen 
zugehörigen Punkte genannt werden. Durch 
zwei solcher Längen oder durch Ordinate und 
Abscisse ist die Lage des entsprechenden Punk- 
tes unzweideutig angegeben. Da auf der OX- 
Achse die Abscissen der Punkte gemessen wer- 
den, so heisst diese Linie auch Abscisse n- 
achse; aus entsprechenden GrtLnden heisst die 
Linie OY die Ordinatenachse. 

Erkl. 94. Unter Tangente oder Berüh- 
rungslinie (lat. linea tangens) versteht man 
jede Gerade, welche die Kreislinie in einem 
Punkt äusserlich berührt oder streift, ohne sie 
zu schneiden; sie hat nur den Berührungs- oder 
Tan gierungsp unkt mit der Peripherie ge- 
mein und liegt ganz ausserhalb des Kreises 
(Wagenrad und Weg, Rolle und Schnur). 

Erkl. 95. Da das für irgend einen bestimm- 
ten prismatischen Balken in allen seinen Quer- 
schnitten konstante Biegungselement 

ET = PäR 

zugleich das Mass für dessen Steifheit (Stei- 
figkeit) bildet, so lassen sich durch Vergleichung 
der bloss von der Form des Balkens abhängigen 
Grösse T die vorteilhaftesten, d. i. jene Quer- 
schnitte finden, für welche der Balken bei glei- 
chem Aufwand an Material die grösste Steif- 
heit erhält. 

So ist, um nur ein Beispiel anzuführen, für 
einen Balken von rechteckigem und einem (aus 
derselben Materie bestehenden) von dreieckigem 
Querschnitt beziehungsweise 



Der Aasdnick ET, das Moment des 
elastischen Widerstands, aach häafig Bie- 
gungsmoment genannt, ist für einen pris- 
matischen Stab von gegebenem Stoff and 
gegebener Qaerschnittsfläche eine unverän- 
derliche Grösse. Da nun nach Gleichang f). : 

i) FxB. = ET 

ist, so folgt daraus, dass auch das Produkt 
Pa;R bezogen auf jeden beliebigen Qaer- 
schnitt des belasteten Prismas eine nnver- 
änderliche Grösse oder eine Konstante (vom 
lat. constäre = bestehen) ist. Für eine ge- 
gebene Belastung P sind folglich die Krüm- 
mnngshalbmesser beliebiger Bogenstücke der 
elastischen Linie deren Hebelarmen umge- 
kehrt proportional. 



Figur 85. 
Y 

iY 



X 



Xi 



X 



Figur 86. 
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T = ^5fe3 

und T, = ^5/*3 

es verhalten sich also die Steifigkeiten beider 
Balken wie 

^ • ■*^' ■" l2 • 86 "■ ^ • ^ 
Während sich der Materialaufwand bei gleicher 
Länge blos wie 

hh:-lbh = 2.1 

verhält , so , dass also die Verwendung des 
Balkens von rechteckigem Querschnitt vorteil- 
hafter ist. 

Aehnliche Vergleiche, wie die in Antw. auf 
Frage 71 zwischen massiven und hohlen Gy lin- 
dem, lassen sich auch hier in Beziehung auf 
die Biegungsfestigkeit vornehmen, und es füh- 
ren diese wieder zu ähnlichen Besultaten wie 
dort, indem auch hier die Steifheit, welche wie 
die vierte Potenz des Durchmessers wächst, bei 
gleichem Materialaufwand zu Gunsten der hoh- 
len Cy linder oder Bohren, sowie überhaupt der 
hohlen oder gerippten Körper ausfällt. 



Frage 81. Was ist aus der in Antwort 
der vorigen Frage entwickelten Gleichung: 

ET 



K = 



ersichtlich? 



Vx 



Antwort. Ans der Gleichung: 

ET 



R = 



Tx 



ist ersichtlich, dass der Krümmungsradius R 
im umgekehrten Verhältnis mit dem Hebel- 
arm X der Kraft (oder was dasselbe sagt, 
mit der Spannung) zu- und abnimmt, d. h. 
je grösser der Hebelarm (oder die Span- 
nung), um so kleiner ist der Krümmungs- 
halbmesser und umgekehrt. Die Krümmung 
der elastischen Linie ist somit am äusser- 
sten freien Ende am schwächsten und an 
der Befestigungsstelle, der Bruchstelle oder 
dem gefährlichen Querschnitt am stärksten. 



Frage 82. Wie lautet die sogenannte 
Gleichung der elastischen Linie, wel- 
che als solche ganz besonders die Krüm- Antwort. Bezeichnet y die Ordinate 
mang und Senkung derselben bestimmt und irgend eines Punktes der elastischen Linie 
aas welcher Betrachtung ergibt sich die- und x dessen Abscisse (s. Erkl. 93), so lau- 
selbe? tet die Gleichung der elastischen Linie, 

durch welche ganz besonders die Krümmung 
und Senkung derselben bestimmt wird: 



1). 



y = -, 



6 * ET \^^ 



X 



') 



Diese Gleichung ergibt sich aus folgender 
Betrachtung: 

In Fig. 87 sei NM wieder ein verschwin- 
dend kleines Stück der elastischen Linie ÖiO, 
dessen Krümmungshalbmesser: 
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Figur 87. 




JN = JM = R 

ist. Wir betrachten NM als ein flberaus 
kleines Bmck stflck des Bogens MÜ, welchem 
der^ Hebelarm ML = x zugehört. Die Linie 
ML wird bis nach A verlängert nnd paral- 
lel dazu die Gerade_(rB undseokrecht zu 
OB die Linien Mü, NW und QJ gezeichnet. 
Die Senkung des Bogens MO entspricht nun 
dem Lot MU = ^ und die Senkung des 
sehr kleinen Bogenstückchens FM dem Lot 
NU, welch letzteres also gleichfalls als ein 
überaus kleines Bruckstück von Mü == y 
angesehen werden kann. Aus demselben 
Grunde kann man die Projektion (s. Erkl. 
96) des sehr kleinen Bogenstflcks NM auf 
die wagerechte Linie AL, nämlich MD als 
ein sehr kleines Teilchen = J der Abscisse 
X (s. Erkl. 93) betrachten. Man ziehe nun 
von M ans zu dem Bogenelement MN die 
Tangente (s^Erki. 94) MQ; diese schneidet 
die Linie JQ in Q und bildet dadurch das 
rechtwinklige Dreieck QMJ, welches dem 
Dreieck QMA ähnlich ist, denn beide 
haben den Winkel bei Q gemeinschaftlich, 
folglich müssen anch je die dritten Winkel 
beider Dreiecke, nämlich 2]1 QMA und 
^ Q JM einander gleich sein. 

Wird nun Winkel QJO in Teilen des 
Halbmessers ausgedrückt mit ß und Winkel 
MJO mit (p, so ist: 

4QMA = 2i:QJM = ß — ip 
und 

2i^J^ ein unendlich kleines Teilchen, 

wir woUen sagen ,,,,„,.., oder — des Win- 



kels 9) oder 



MiUionstel 
XNJM = ^ 



ErkL 96. Projektion (vom lat. projectio, 
das Hervorwerfen) ist die Darstellung oder 
Zeichnung der scheinbaren Lage und Gestalt 
eines Gegenstandes. Wenn man z. B. von den 
b^en Endpunkten einer Geraden, oder von 
aUen Punkten des ümfangs einer beliebig be- 
grenzten Figur senkrechte Linien auf eine 
ausser jener Linie resp. Figur liegende Ebene 
fällt, so heisst die auf der Ebene durch die 
Fusspunkte der Lote gebildete Linie resp. 
Figur, die Projektion der zuerst gegebenen 
Linie resp. Figur. 



Das Bogenelement MN lässt sich als 
Element eines Kreises betrachten, dem NJ 
= B als Halbmesser angehört. Es ist daher 



MN = R. 






(siehe BrU. 97) 



Setzen wir hier aber statt B den in der 
Antwort auf Frage 80 gefundenen Wert für 
B aus Gleichung 1).: 



R = 



ein, so ist: 



a). 



MN = 



ET 




Pa? 




ET. 





p« 



Unter der Voraussetzung, dass die Bie- 
gung des Stabes nur sehr gering sei, müssen 
die Krümmungshalbmesser B sehr gross, 
folglich Winkel /} nnd ß—fp sehr klein sein. 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansfilhrliche Prospekt und das ansfnhrliche In- 

haltsverzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis Ulld portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gat hrochiert, um den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung fttr 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Xiehrbuch 
zum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Drnok von Carl Hammer in Stnttgart. 



' Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 
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Preisgekrönt in Frankhirt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Anf gaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Mechanik 9 math. Geograpliie, Astronomie, des Masehinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brttcken- und Hochbaues, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollständig 
gelöster Form, mit rielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelang der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist dn Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehulen L nnd II. Ord., gleich« 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschnlen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gjmnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereltungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii\|älirig-Frel*' 
wiUige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schaler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt fttr Scliritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prfifnngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stfitze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Begeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden nnd pralctisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Teclinikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre pralrtischen in aUen Bemfs« 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

AUe Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Bedaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer^ Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigong 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerlagshandlimg. 
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X^ = — • (p (siehe Erkl. 98) 



Die Linien NM und DM unterscheiden 

Erkl. 97. Für die Tabellen der trigono- «ich in diesem Fall durch kein^^^ 

metrischen Funktionen (Sinus, Tangente etc.) gleich zu ihrer eigenen sehr .kleinen Grösse 

ist bekanntlich der in Grade, Minuten und Se- ^^^^ ^^ Betracht kommenden Wert^ und 

künden eingeteilte Quadrant als Winkelein- man kann deshalb DM = <f mit MM ver- 

heit angenommen; in der Mechanik kommen tauschen, also auch 

aber sehr oft Uebergänge von den Kreisbogen ^r^v ^ 

auf die ihnen entsprechenden Winkel und um- ^ ~ 

gekehrt von diesen auf jene vor, weshalb es setzen. Hierdurch verwandelt sich die vor- 

hier ftlr die Einfachheit der Ausdrücke not- hergehende Gleichung in 

wendig wird, eine einfachere Bezeichnung zwi- ET (i) 

sehen der Bogenlänge, dem Halbmesser und b) (Fa: = "p^* 

dem entsprechenden Winkel festzustellen, als r m 

diejenige, nach welcher der Bogen durch Denkt man sich jetzt die Grösse UO = 

__ ^ra.Tt X dX% eine Veränderliche aus sehr vielen 
"~ 360 Stackchen von der Länge Wü = J be- 
bezeichnet wird, wenn r den Radius und a Stehend, so wird sich die Krümmung der 
den zum Bogen gehörigen Mittelpunktswinkel zu dieser veränderlichen Projektion x ge- 
bezeichnet hörigen Bogenstücke berechnen lassen, wenn 
Da sich für gleiche Halbmesser r die Bogen- man in die Gleichung b). für x aufeinander- 
längen b und hy wie die entsprechenden Winkel folgend IcT, 2d, S<f .. . niT setzt, so dass man 
«und «, ^erh^ten, und die Bogen 6 und 6,, ^nter Berücksichtigung, dass die Summe 
die demselben Winkel «. entsprechen, aber ver- gamülcher zu x gehörigen Winkelteilchen 
schiedenen Kreisen angehören, wie die Halb- o o 
messer r und r. derselben, so hat man: -^ den Winkel w ffibt, erhält 

& : 6t = a : «i 1 ^ ET 

und demnach auch: nu^ hieraus: 

Da nun h und r auf die allgemeine Längen- ^) 9 = 2ET 

einheit bezogen sind, so wird man noch für die 

Winkeleinheit eine passende Annahme treflfen Nimmt man a; = 2 an, so wird (p = 

dürfen, und es ist offenbar am einfachsten, und man erhält: 

denjenigen Winkel «, , dessen Bogen bi ,. _ P^^ 

dem Halbmesser r, gleich ist, als Ein- ^^ * "* 2ET 

heit für das Winkelmass anzunehmen; „, »u^ • i. j* n « j xir* 

denn man hat dann einfach: , P^^f^x'i^, ergibt sich die Grösse des Wm- 

5 kels QJM oder der Unterschied 

5:l = r«:l: h = ra: a = — t» 

der Bogen wird dann durch das Produkt aus ®'' * - - ß — (p = 2ET ^ "^^ j 

dem Halbmesser in den Winkel, und dieser ^v. tt ^ i.- j i v i. • 

durch den Quotienten aus dem Bogen durch Dieser Unterschied kann aber noch m 

den Halbmesser ausgedrückt. anderer Weise ausgedrückt werden, indem 

Nach dieser Winkeleinheit wird der rechte schon oben bemerkt wurde, dass 

Winkel durch ^tt, ein Winkel von 30» durch 4 QMA = 4 QJM = /J — <p 

- TT u. s. f. gemessen. und indem man berücksichtigt , dass die 

Linie MN als Bogenelement ganz mit der 

ErkL 98. Denken wir uns eine unendliche ^^^ ^\,f^^ Tangente des Punktes M, 

Menge kleiner Streif eben nebeneinander geord- zasammenfäDt. Hieraus folgt, dass 

net, deren erstes eine sehr kleine Ausdehnung ND - ND 

l<r, das zweite aber 2(f, das dritte 3<r und das -=- oder — j— = tg(^ — <y)) 

letzte ntf = x gross ist, so dass die sehr klei- -^^ 

nen Dicken sämtlicher die Länge x geben» so Nun darf aber mit Rücksicht auf die 

kann man die Summe aller dieser Grössen geo- Kleinheit des Bogens 

metrisch durch ein rechtwinkliges Dreieck dar- \ — a 

stellen, dessen beide Katheten = x und dessen . , ,. , tg (/' — y) — p V 

Flächeninhalt somit folglich 

1 1 j ND . 

jX.X = ^X^ - - = ß-(p 

beträgt. . . , 

® gesetzt werden. 

Klimpert, Elasticitftts- und Festigkeitslehre. 8 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



Srkl. 99. Dass (f .«^ im vorliegenden Fall 
^x^ gibt, lässt sich in ähnlicher Weise wie in 



Erkl. 98 für 



<fa5 = 



2 



bewiesen wurde, durch geometrische Konstruk- 
tion darthun. Denken wir uns x Ton Icf, 2^, 
8(T . . . bis n<f wachsend, so haben wir uns für 
x^ eine unendlich grosse Menge unendlich dün- 
ner quadratischer Platten aufeinandergeschichtet 
zu denken, deren oberste = J ^> deren zweite = 
(2^y und deren unterste = (nJ)^ Inhalt hat. 
Durch regelrechtes Anfeinanderschichten dieser 
Platten entsteht somit eine Pyramide von der 
Höhe X, welche gleich der Summe der Dicken 
s&mtlicher Platten ist und zur Grundfläche ein 
Quadrat von der Kantenlänge nS = x besitzt: 
das Volumen dieser PTraraide ist aber 

— x'.x = — X* 
8 S 

und veranschaulicht das Produkt ^x\ 



Wenn man diesen Wert von ß — tp dem 
vorher bestimmten gleichsetzt, so ergibt 
sich: 

"" 2EYv ""*/ 
oder: 



ND 



Wird hier nochmals <r, 2^, 3<f...nif für 
X gesetzt, so ist der linke Teil der Glei- 
chnng die Summe aller HD, gleich der Ordi- 
nate Mü = y, während die Summe aller 
J oder mJ = x, also 



y = 



2ET 



oder: 



(i^x - A.,) 



(8. Erkl. 99) 



» = ilf(^''-'^) 



Frage 83. Was Tersteht man unter dem 
Pfeil der Biegung? 



Antwort, unter dem Pfeil der Bie- 
gung Tersteht man die grösste Senkung 
am äusseren freien Ende eines auf Biegung 
in Anspruch genommenen Balkens, oder 
seine Endsenkung. 



Frage 84. Wie lautet das Gesetz Aber 
den PfeQ der Bi^ung in Wort und For- 
mel^ und woraus folgt dessen Bichtigkeit? 



UUL IIHL Nack 

Odbea Laos« smi Dicke, beide in entg^egen- 

xcsetzteot ^inn. wirkend, etnen weit frOsseren 

Eimiiis als «üe Breite. Derselbe Stab im Sinne 

^*m. h oder tou b giAog&u widersteht mäck dem 

YffrnAitnm ft^ : ^-^ denn wenn ein und derselbe 

Stab bei enom. rechteckigen Querschnitt tou 

z. B. 3 und 5 cm. Kante so gelegt wird . dass 

Ä = 3 imd & = 5 ist. so beträgt der Pfeil der 

Biesmis 
^^ _ 4P P 

wir! liiigegen dasselbe Stab hochkantig genontr 
meii und mit demselben Gewicht wie vorbitfr 
belastet» so ist der Pteil der Biegung: 







4Pr^ 






*^ E.^.Iid 


ÜSO tlkS 


V 


eriiältais 

1 I 






^'^ "' ~ 5 . i? " 3 . liS 


ooiir : 




.5, : .^^ = 25 : ^ 


)»ier: 




5, : <* =- ö- : h- 



Antwort. Der Pfeil der Biegung ist 
für einen prismatischen Stab inner- 
halb der Eltstieititsgrenze der Last 
und der dritten Potens der Länge 
direkt, dem £lnstieit&tsmoduIus, der 
Breite und der dritten Potenz der 
Hohe umgekehrt proportional (siehe 
ErkL 100)* oder wenn man den Pfeil der 
Biegung mit ^ bexeichuet, so ist 



1> 



* = 



1 PP 



S ET 

oder, da f^ einen Stah tou rechteckigem 
Querschnitt ^ 



ist> so ist: 

«t « « « « 



1:2 XA SzkL TS) 



s ^ \- 






Man braucht nur üi Gleichung 1). in Ant- 
wort auf Fra^ Sä fär jt die gnnze Balken- 
länge l und ftir die grOeste Senkang s ein- 
^aseC2eQ^ so erhalt man: 



* = 



i> 



l[i^n-i^~^ 



ovier 
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Erkl. 101. Zur experimentellen Untersuchung 
des nebenstehenden Gesetzes kann man mit 
Hilfe des Eathetometers (siehe das Lehrbuch oder: 
der allgemeinen Eigenschaften der Körper) die 
Länge feststellen, um welche das belastete Ende 
aus der horizontalen Lage herabsinkt und wird , 
so finden, dass der Pfeil der Biegung dem 
biegenden Gewicht proportional ist und dass 
die bei der Biegung auftretende Elasticität der 
Biegung proportional ist. Letzteres ist auch 
dann der Fall, wenn der Stab in anderer als 
der oben Yoransgesetzten Weise befestigt ist, 
wenn er an beiden Enden festgeklemmt oder 
nur aufgelegt, oder wenn er an einem Ende 
festgeklemmt und an dem anderen aufgelegt 
ist Es folgt daraus nach den Gesetzen der 
Pendelschwingungen, dass auch in diesem Fall 
der Stab isochrone Schwingungen um seine 
Gleichgewichtslage macht, wenn man ihn aus 
derselben bringt und dann sich selbst über- 
lässt; wir werden diese Schwingungen an einer 
anderen Stelle genauer betrachten. 



s = -^- . -, 



6 ET 



P^ .2?' 



• 

8 = 



3 



ET 



Frage 85. 

Gleichung? 



Was folgt aus der letzten 



Antwort. Aus der letzten Gleichung folgt 

__ 1 VP 
^) ^ ^ "3""7t" 

eine Gleichung, die ganz besonders geeignet 
ist, um durch wirkliche Versuche die Zah- 
lenwerte des Elasticitätsmodulus für die ver- 
schiedenen Materialien zu bestimmen, oder 
auch, wenn fttr eine gestattete Senkung s 
die entsprechende Last gesucht wird: 



2). 



_ 3E«T^ 



Frage 86. Was ist über den Neigungs- 
winkel, sowie über den Pfeil der Biegung 
zu bemerken, für den Fall, dass der Balken, 
anstatt in horizontaler Lage, in einer um 
einen sehr kleinen Winkel nach unten hin 
von der horizontalen abweichenden Lage 
eingespannt ist? 



Antwort. Wenn der Balken an der Be- 
festigungsstelle anstatt in horizontaler Lage 
in einer um den sehr kleinen Winkel od 
nach unten hin von der horizontalen ab- 
weichenden Lage eingespannt ist, so kann 
der Neigungswinkel ß am Ende B (Fig. 88), 
welcher immer dem Winkeljleich ist, den 
der Krünamungshalbmesser BÖ mit der Ver- 
tikalen AÖ einschliesst, angesehen werden 
als zusammengesetzt aus zwei Teilen: der 
eine Teil ist derjenige Neigungswinkel, um 
welchen , ohne das Vorhandensein einer 
Durchbiegung die Achs des Balkens be- 
B von der Horizontalen abweichen würde, 
also gleich oo; der andere, von der Dnrche 
biegung herrührende Teil ist nach Glei- 
chung e). in Antwort auf Frage 82 zu bi- 



HÖ 
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-i 



I 



Stimmen. Man erhftlt also för diesen Fall 
die Gieichong: 

_ PP 

!)• . . • ß — •• ~r 2KT 

Ebenso kann der Pfeil der Biegung s 
in diesem Fall angesehen werden als 
zusammengesetzt ans dem Teil ? . tg o» 
(woAkr wegen Toransmsetzender Klein- 
keit des Winkels o aaeh l^ gesetzt 
werden kann), weldirr ohne das Vor- 
handensein der Darrhhiegvig die Höben- 
düTerenz der beiden En^Mnkte bilden 
warde, nnd dem tod der Dvrchbiegnng 
henUhrendenTeil, welcher ans Gleiebnng 2). 
in Antw. anf Frage 84 n bestimmen ist« 
Far diesen Fall |^ also die Gkkhong: 



^\ • 



, ^ 1 PI2 



FHiftST. W«Icte YffSmieniB^ 



Iksüftilft 



iit BtNRg; aa£ »ä» ^r^a» 



cäe 
Foliw 



Fott 59. 






AvlTOit. Dw Bii^s;nBig eines Stabes nach 
seiiuir l üiiKSuHte» mo&s aach eine Biegung 

rh ier f^teunaiiBhnnDg znr Folge ha- 
» iaas« wenn ^sset Stab naeh nnten 
g«bQf«a ist. wie X. B. in Fi^ 89 üe nntere 
Fläcte (to Stibos in äira- BlreiteBaBsdeh- 
mn^ ^rbabitn odsar kon^iau (fie obere, wel- 
cte tbf«r Lan^ Back erbabes oder k<NiTex 
ist» iiacb <£t2r ^r^iih) hobt Ai i itg !U ta j M ie i oder 

tjt: itei A5CI? in: Fig: 8» Ar Q*er- 
schnitt tte mt^p^bogiaiffli Stabes, so wird 
«A 7 >;i i^attr «tes $9Q«}gsnen Stabes »in. 




Biegnng 
iSsst äcfa 



-mmtL amiii mir Jjicw^rt. I?)täs^ <»ni^ 

NV .v \m ^ruHitfrjc^aeuuen entwickelt wnrde» 
wi >iK» ixo^cutt^ <jiüt! V xjriäng^nmg dM^ ober- 
't;iil> >k»r :t\?utr:üetj ^Jk^t^r^chicbt» sowie eine 
^ctSnr'utht vit^c :tmt.«H)aLb iiorsdb^m ge- 
Ai^twu y^sf^tt» ^ur Voig^. Diese Terlin- 
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gerang der oberen Schichten hat eine Zu- 
sammenziehung oder Eontraktion (s. Erkl. 
32) nach der Breite zar Folge, während 
die Verkürzung der unteren Faserschichten 
eine Ausdehnung nach der Breite zur Folge 
hat, welche ebenso gross ist als die Ver- 
kürzung oben. Zu diesen_Ausdehnungen 
und Verkürzungen parallel MM treten sol- 
che parallel zu Ä~D (s. Fig^89). Oberhalb 
der ungeänderten Schicht MM tritt in die- 
ser Richtung eine Kontraktion oder Zusam- 
menziehung, unterhalb M M eine Ausdehnung 
ein. Infolge dieser Eontraktion der oberen 
und Ausdehnung der unteren Hälfte des 
Stabes müssen sich die vorher ebenen Flä- 
chen, welche den Stab oben und unten be- 
grenzen, krümmen, so dass die obere Fläche 
konkav, die untere konvex wird. 



d). Bereehnang der Widerstandsmomente^ der Tragkräfte nnd der grössten 
Durchbiegungen prismatischer Körper für die in der Praxis am 

meisten Yorkommenden Lagerungen. 

a). Der Stab ist mit einem Ende horizontal eingeklemmt oder einge- 
mauert und am anderen freien Ende wirkt normal zur Schwer- 

punktsaclise eine Last P. 

Frage 89. Was versteht man unter dem 
gefährlichen Querschnitt und wo be- Antwort. Unter dem gefährlichen 
findet sich derselbe im vorliegenden Fall? Querschnitt versteht man diejenige Stelle 

eines Balkens, wo bei gleichmässiger Be- 
schaffenheit desselben .der Bruch stattfin- 
ErkL 102. Ist die Belastung P gegeben, so (}en würde, 
dient zur Berechnung des Querschnitts die ^^g der Antwort auf Frage 54 geht her- 
nebenstehende Gleichung 2)., wonach ^^^^ ^^^^ ^^^ ^i^^^ beliebigen Querschnitt 

Q — ^^ in der Entfernung x vom Angriffspunkt der 

^ Last P das Biegungsmoment 

und hieraus ergeben sich die Querschnittsdimen- « p 

sionen. — Bei bekanntem Querschnitt und be- ^c ^ ^ 
kannter Belastung ist die grösste Beanspruchung ist; dieses ist aber auch gleich dem Span- 
pro Quadratemheit : nungsmoment des Querschnitts, denn nach 

S = --^r- Gleichung 7). in Antw, auf Frage 54 ist 



Q 



S 



Handelt es sich aber um die Berechnung der -y- T = P a; 
Tragfähigkeit, so erhält man dafür 

Qg Da wir nur prismatische Körper in Be- 

P = -V- tracht ziehen, so ist der Querschnitts- 

rj r» V j TN 1.1-. . . ^ modulus oder das Widerstandsmoment 

Zur Berechnung der Durchbiegung ist das ^ 

Moment an einer beliebigen Stelle in der Ent- n _^ _ _ (g. Antw. auf Frage 59) 

fernung x vom freien Stabende nach Gleich. 1). Y 

in Antw. auf Frage 82: in allen Querschnitten des Stabes derselbe 

__ J^ Pa? /Q ,2 _ 2\ ^^d ®s kann sich mit der veränderlichen 

^ "~ 6 ' ET ^ ^ ^ Entfernung x dann nur die Spannung S 

während sich die. grösste, am freien Ende mit in den einzelnen Querschnitten ändern, 

der Entfernung x = stattfindende Durch- Dieselbe ist aber direkt proportional x, 



Elasticitäte- uad FeEtigkeitslelire. 

in Antw. auf Frage 84 und demDacb ist sie ain grössten , wo x 
am grössten ist, d. h. wo a: ^ 2. E^ findet 

. . sich also das grösste oder Maximalmoment 

£'T ^ der Befestigangsstelle , und es ist 

1). . . . M„„ = PZ 
and diese selbe Stelle ist dann für den vor- 
liegenden Fall auch der gefäbrlicbe Quer- 
schnitt, oder: 
2). . . . Pi = QS 
d, i. derselbe Äasdmck wie Formel 11)., 
siebe Erkl. 69 in der allgein. Abhandlniig. 



^). Der Stab ist mit einem Ende horizontal eingemauert und die Be- 
lastung ist gleichnYässig über die freie Länge des prismatischen 
Körpers verteilt. 

Frage 90. Welches Gesetz gilt für den 
Fall, dasB die Last P gleichmässig über 

die ganze Lunge des Balkens verteilt ist, , , , r.- i> n ■ 

dnrcb welche Formel wird dieses Gesetz , Antwort. Ein Balken kann eine 
ausgedruckt und ans welcher Betrachtung doppelt so grosse Last tragen, wenn 
ergibt sich die Ricbtigkeit desselben? diese anstatt an dem freien Ende 

° ° angebracht, ttber die ganze Länge 

Fignr 90. gleichmässig verteilt wird, oder: 

1) P; = 2QS 

Beweis. Ist uns die Gesamtlast P be- 
kannt, welche ein Balken von der Länge l 
. zu tragen hat, so kennen wir, wenn die 
Last gleichmässig Über die ganze Länge 
c verteilt ist, auch die Grösse derjenigen 
Belastnug, welche auf die Längeneinheit 
^ kommt. Bezeichnen wir nämlich die Be- 
iastong pro Längeneinheit mit p, so ist 
offenbar 

Y = pl und p ■=. -r- 
Mit dieser Bezeichnung können wir nun 
leicht die Gleicbgewicbtsbedingaifg für einen 
beliebigen, in der Enlfernnng x vom freien 
Ende gelegenen Schnitt mm ableiten. Sa 
Erkl. lOS. Die nebenstehende Formel 1). nach der obenstehenden Formel 2). in Antw. 
gut auch für einen, nach Art der Fig. fiO an- auf Frage 89: ^ 

geordneten prismatischen Körper, welcher nur P' — QS 

durch sein Eigengewicht belastet ist, welcher ^^ jg^ dementsprechend die Belastung P des 
also nar sich selbst za tragen hat Ls bedeutet fraglichen Teils AC des Balkens (s. Fig. 90) 
dann P das absolute Gewicht G des als homo- ° ,, ti i, i„ ~ t j:.,^«. t „f* ,-<.i 

gen vorausgesetzten Stabmaterials innerhalb der = P"- »er Hebelarm l dieser Last ist 
freien Länge AB = l und p das Gewicht eines aber = -j-^i ^^ wir uns die gleichförmig 
jeden TeUes von der Längeneinheit desselben verteilte Belastung selbst wieder als einen 
Körpers, von A nach B gemesseo. Bei einem ,,omogenen prismatischen Körper a6cÄ vor- 
l^^ Ser^rt^ird^nS ITZ^- stellen könnten dessen Gewicht sich wie 
moment für die Befestigungsstelle gleich dem eine m seinem Schwerpunkt S angreifende 
Produkt aus dem absoluten Gewicht und der Vertikalkraft äussert. Das Biegungsmoment 
halben Stablftnge. ist also im vorliegenden Fall: 
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Erkl. 104. Ist ausser der gleichförmig ver- 1 1 ^ 

teilten Last G, oder was dasselbe ist, ausser -^^ — pX'-^^ — ~2~-^^ 

dem zu berücksichtigenden Eigengewicht G am , , • i. r« j o i. «a^ j. /mi . , 

freien Ende A noch eine senkrecht abwärts ^^^^\ ^^t für den Schnitt mn die Gleich- 

gerichtete Kraft P wirksam , so hat man das ge Wichtsbedingung: 

resultierende Moment zu bilden, d. h. man 1 ^ r^^ 

hat die beiden Momente . „- G l und P Z zu ad- * 2 -^ ^ 

dieren. In diesem Fall ist also das massgebende Die Grösse -^px^ ändert sich aber mit 

® ^ ^ änderliche oder konstante Grösse ist) und 

M = jGl-]-Vl = 1{-^G'\-F) zwar ist sie um so grösser, je mehr wir 

and mit mn von A nach B rücken; sie erlangt 

1). . . . I{^G + P) = QS ihren grössten Wert, wenn ww in MN fällt, 

^.. . ^ „ 1.^ , . n d. h. wenn x = l ist. Das ist demnach der 

sÄ irdiftlÄkefSflt^n gefährliche QaerschBitt und derselbe Hegt 

® 1^ ' an der Befestigungsstelle MN. 

^ ^ ^ Für den gefährlichen Querschnitt ist 

einzuselzenTtf ''' ^^ ^'^^^ *"' ^'*'^ '"' ^«« die Belastung = Ip, der Hebelarm = 



oder: 



— GZ + PZ = ~6?i*S T^> d*^** Biegungsmoment somit: 

M = l-pP = QS 



6 



2). 



PZ - 


i6Ä^S- 


-iG. 


P r- 


z 


-Ig 



2 



oder: oder, wenn wir wieder die Gesamtlast pl 

= P einführen, so ist: 



M = ~?l 
und 



Erkl. 105. Sind ausser der gleichförmig ver- p ^ ___ 2 O S 

teilten Last G noch mehrere Lasten P, , Pj . . . 

P„ in den Entfernungen a,, a2.^* a„ von dem Die Tragfähigkeit eines Balkens von recht- 

Einklemmungspunkt B wirksam, so bleibt der eckigem Querschnitt beträgt also, da in 

letztere der Bruchpunkt, und es ist deshalb diesem Fall 
für diesen das Widerstandsmoment: ^ 1 , , - 

|GZ + Piai + P2a2...+P„a„ = QS ^ \ . ^. 



,2 



oder: 



2 \ i i I i i i n n -»^ ^gjgjjg Formel 15). in Antw. auf Frage 59) 



3). . . . iGZ + ^-.Pa = QS 2). . . . P = 



1 hh^S 



l 



Frage 91. Nach welcher Gleichung lässt 
sich die Krümmung und Senkung der elasti- 
schen Linie eines Körpers bestimmen, wel- . . . „^. , . Tr- j i. • 
eher sowohl durch ein an seinem freien Antwort. Wird ein Korper durch ein 
Ende angebrachtes Gewicht, als auch gleich- an seinem freien Ende angebrachtes Ge- 
zeitig durch eine über seine ganze Länge ^""^^ ? r«* zugleich durch ein über seine 
gleichmässig verbreitete Last auf Biegung «»^^f Lange ^leichmässig verbreitetes Ge- 
beansprucht ist, und aus welcher Betrach- l'^^^ ' T«^"" »°1 <^'« Längeneinheit der 
tung ergibt sich die Kichtigkeit dieser Jeil P kommt, gebogen, so wird, wenn y 
Gleichunff? ^'® Ordinate irgend eines Punktes der 
^ elastischen Linie und x dessen Abscisse 

bezeichnet, die Krümmung und Senkung 
der elastischen Linie bestimmt durch die 
Gleichung: 

Beweis. Es sei BZ (Fig. 91) die Rich- 
tung der zunächst nur an einem Ende B 
betestigten gewichtslos gedachten neutralen 
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Achse oder Paser AB im natDrlichen oder 
nDgebogeoen Znstand. 

Durch ein an dem freien Ende A der- 
selben angehängtes Gewicht P nmi feroer 
ein über die ganze Länge gleichmäBsig ver- 
Figur 91. breitetes anderes Gewicht, von welchem auf 
die Längeneinheit der Teil p kommt, 
erhalte die Faser die Gestalt der 
elastischen Linie AB. 

Um die Gleichung dieser Linie ab- 
zuleiten, sei die dnrch A gezogene 
Horizontallinie A C die Abscissen- 
acbse des rechtwinkligen Koordina- 
tensystems (siehe Erkl. 93), sowie A 
der Ausgangspunkt desselben. Für 
einen beliebigen Punkt E der Kurve, 
T dessen Krümmungshalbiuesser =^ R ist, 
sei ferner AF ^ x, EF =^ ^ und die 
grösste Ordinate oder der Pfeil der 
Biegung BC = s nnd AC = /. 

Nimmt man die Krümm nng der 
Knrve so gering an, dass die Hori- 
zont alprojektion (siehe Erkl. 96) ÄC 
ohne merklichen Fehler als Länge 
derselben angenommen werden 'kann, 
so wird man für das Gewicht des 
Bogens ÄE den Wert px setzen können, 
sowie für das statische Moment desselben 

v 1.1 ins II . j . ■ 1-1. fT. '1 Bezug auf den Punkt Ä, wenn mau das 

Erkl.lOS. Unter der tngonometnachen Tan- „„j„ l.* n ■ l. ■ o v i . i 

gente oder der „Tangens" eines spitzen Win- S^^^''^^« Gewloht im Schwerpunkt, also in 

kels o in einem rechtwinkligen Dreieck versteht der Hälfte von AB wirkend annimmt, -g-j^ai' 

maa das Verhältnis der diesem Winkel gegen- (s. Antw. anf die vorige Frage); das Mo- 

überh^den Kathete a zur anliegenden Ka- ^gnt von P anf die Enifernnng ÄF = x 

thete b dieses Dreiecks; m Zeichen: ^.^^^^^^^ .^^ ^^^^ p^_ ^^^^^ ^j^ S^^^^ 

tg « ^ -- beider: , 

Gleich wie nun nach Gleichung 1). in Ant- 

_ ■ , - ^ , wort auf Fr^ge 80: 

EiEl. 107. Für emen schräg eingespannten u p pt 

Balken, dessen Achse an der Befestigungssteüe K . f a; — ll< 1 

um den Winkel m von der Horizontalen nach oder: RM = ET 

unten hin abweicht ergeben sich für den Fall, j^i ^o ist anch in diesem Fall das ElaSti- 

dass die Belastung gleichförmig über die Länge HtäHimoment F.T — RM nder- 

des Balkens verteilt ist, für den Neigungswinkel "'«^moment t-l — KM Oder. 

ß am freieuEndeB {Fig.92) in analoger Welse ■, p-p „ R(pr-i-—nxA 

wie in Antw. auf Frage 86: a). . . . i:.i. — ts.yi'x-t ^px ) 

j, a — _i_ P'' ^^ ^ßi "un ferner EG die geometrische 

' '^ ~ ""'■üEf Tangente (s. Erkl. 94) des Punktes E, so- 

und für den Pfeil der Biegung: wie HL die eines zweiten Punktes H, der 

„H so nahe bei E liegend gedacht wird, dass 

-) * ^^ '""'" ÖET dessen Absdsse AJ um den unendlich klei- 

nen Teil JF = J grösser als x, also AJ = 
X ii ist. 

Nach der Erkl. 92 ist der Krümmangs- 
balbmesser 



Ueber die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit. 



121 



Figur 92. 




worin h das unendlich kleine Bogensttlck 
HE bedeutet, so dass man wegen Kleinheit 
der Grössen für HE = KE = cT setzen 
kann, somit ist: 

tg« — tg«, 

Führen wir diesen Wert in die Gleichung 
a). ein, so folgt: 



ET = 



tg 



a — tg «i \ ' 2 ^ / 



Erkl. 108. Wenn bei dem schräg eingespann- 
ten Balken, Fig. 92, die gleichförmig über die 
Lange verteilte Belastung p l und die am End- 
punkt aufgehängte Last P gleichzeitig wir- 
ken, so setzt sich jede von den beiden Grössen 
a und s aus drei Teilen zusammen: der erste 
entspricht der natürlichen Neigung des Balkens 
im ungebogenen Zustand, der zweite und dritte 
Teil entsprechen den Beiträgen, welche jede 
Yon den beiden Belastungen einzeln genommen 
zu diesen Grössen liefert. Man erhält also für 
diesen Fall die Gleichungen: 



1). 
and 

2). 



'^ = " + 6 ET 



S = ln)-\- 



'2ET 



VP 



8ET"^ 3ET 



sowie hieraus : 

b). . :j:(tga~tgaj =^^.a;<r+2jfx*^'*^ 

Setzt man in diesem Ausdruck für x auf- 
einanderfolgend (f, 2if, 3(f und ncf, so muss 
der rechte Teil die Summe der Grössen 
sein, nm welchen sich die trigonometrische 
Tangente^) des Winkels ändert, welchen 
die geometrische Tangente in verschiedenen 
Punkten mit der Abscissenachse bildet. 
Was alsdann den linken Teil der Gleichung 
betrifft, so wollen wir mit C die trigono- 
metrische Tangente für den Endpunkt A 
bezeichnen, so dass die Summe der Aende- 
rungen in diesem Teil C — tg a sein muss, 
weil auf alle Fälle die trigonometrische 
Tangente des Punktes A die grösste ist. 

Es folgt demnach, wenn man das in den 
Erkl. 98 u. 99 Gesagte berücksichtigt und 
zuletzt n^ =: X setzt: 



c). 



C — tg « = 



IPrr« 



2ET 



4- 



Ipx^ 
6^Y 



Erkl. 109. Für den Fall, dass das Eigen- 
gewicht des gebogenen Körpers, welches ja 
auch als eine gleichmässig über seine ganze 
Lange verteilte Last angesehen werden kann, 
unberücksichtigt bleiben soll, und eine andere 
über seine Länge verteilte Last überhaupt nicht 
vorhanden, also p = ist, erhalten wir aus 
den nebenstehenden Gleichungen 1). und 2). : 

und 

* - 3 ET 

also genau dieselben Werte, welche in Antw. 
auf Frage 82 resp. 84 entwickelt wurden. 

Fällt dagegen die am freien Ende aufgehängte 
Last P weg, und ist nur eine über die ganze 
Länge gleichmässig verteilte Last resp. nur das 
Eigengewicht des Körpers in Rechnung zu brin- 
gen, so ergibt sich aus den nebenstehenden 
Gleichungen, wenn wir in denselben für P = 
einsetzen : 



Um näher zu bestimmen, ist zu berück- 
sichtigen, dass, wenn man x der Länge l 
gleichsetzt, tga = werden muss, und es 
ist für diesen Fall: 

pP 
6ET 



C = 



PZ« 
2ET ^ 



Setzt man diesen Wert in die Gleichung 
c). und ordnet entsprechend, so folgt: 



^" ~ 2ET "^ 6ET 



Tx^ 
2ET" 6ET 



pX' 



Der Figur nach ist aber 

HK HK 
tg« = 



EK 



deshalb auch 

Pj2 

2ET 



1). 
und 



y 



p X 
24ET 



(4Z3-.a;3) 



\2ET~^6ET/ 2ET 6ET 

Wird hier nochmals <r, 26, 3d...nd für 
X gesetzt, so ist der linke Teil der Glei- 
chung, d. i. die Summe von allen den un- 



»). Siehe Erkl. 106. 



122 



Elasticit&ts- und Festigkeitslehre. 



2). . 



s = ^ 



8ET 



endlich kleinen Stückchen HK als die Or- 
dinate EF = ^ anzusehen und demnach 



Da wir aber im letzteren Fall nach Antw. 

p 

auf Frage 90 f ür p = j oder pl = P einsetzen 
können, so ist auch 



3). 
und 



4). 



y = 



8 = 



24 

8 



ET 

PJ3 

ET 



(-tJ) 



oder: 
oder: 



"2ET"^6ET 



Pa;3 



px* 



6ET 24ET 



Vx 
2ET 

Pä 



0'-l-')+6^-0^-l-^) 



Vergleichen wir nun die Gleichung 1). in Ant- 
wort auf Frage 84 mit der obigen Gleichung 4)., 
so folgt daraus, dass sich der Pfeil der Biegung 
für den ersten Fall zu dem des zweiten verhält wie 

1 VP 1 PP 

3"' ET • 8 ET - °-^ 

woraus folgt, dass die Einsenkung weit 
grösser ist, wenn ein und dasselbe Ge- 
wicht am Ende angebracht wird, als 
wenn es über die ganze Länge gleich- 
massig yerteilt ist, und dass dieselbe 
im letzteren Fall unter sonst gleichen 
Umständen nur ^/g mal soviel beträgt 
als im ersten Fall, 



was zu beweisen war. 

Setzen wir in dieser soeben gesuchten 
Eoordinatengleichung der elastischen Linie 
für X = l, so erhalten wir für den Pfeil 
der Biegung: 



y). Der Stab ist in zwei Punkten gestützt, und an einem dritten 
Punkt zwischen jenen wirkt senkrecht zum Stab eine daselbst 

konzentrierte Last. 



Frage 92. Welche Formel dient im vor- 
liegenden Fall zur Berechnung der Trag- 
fähigkeit im Angriffspunkt der Last oder 
umgekehrt zur Berechnung der Querschnitts- 
dimensionen, und ans welcher Betrachtung 
ergibt sich die Richtigkeit dieser Formel? 



Figur 93. 



i' 






Si 



7K 



X 



r- 



*- 



9i 



s 



L 




Antwort. Zur Berechnung der Trag- 
fähigkeit eines Stabes, bei welchem sich 
der Angriffspunkt einer Einzellast zwischen 
seinen zwei Sttltzpunkten befindet, dient 
die Formel: 



!)■ 



f = QS 



Diese Formel ergibt sich ans folgender 
Betrachtung: 

Aus der Lehre von den parallelen Kräf- 
ten^) ist bekannt, dass sich die Wirkung 
einer Last P, welche in einer, durch Fig. 
93 veranschaulichten Weise angeordnet ist, 
auf die Stützpunkte A und B derart über- 
trägt, dass in jeder Stütze ein Druck ent- 
steht, der von dieser in entgegengesetzter 
Richtung der Last P erwidert und Reak- 
tion genannt wird. 

Wir bekommen auf diese Weise in A 
und B zwei parallel gerichtete Seitenkräfte, 
welche zusammengenommen dieselbe Inten- 
sität wie P besitzen und sich ihrer Grösse 

») Siehe R. Klimpert, Lehrbuch der Statik. 
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Erkl. 110. Ist der Querschnitt eines prisma- 
tischen Trägers ein Kechteck von der Breite b 
und der Höhe h, so ist, da nach Gleichung 15). 
in Antw. auf Frage 59 für diesen Fall 

Q = ^hm 

beträgt, die relative Festigkeit des an 
beiden Enden frei und horizontal auf- 
liegenden und im Punkt G belasteten 
Balkens vom genannten Querschnitt 



1). 



liegt aber der Punkt C in der Mitte zvirischen 
A und B, so ist nach Gleichung 2). in Antw. auf 
Frage 91 für denselben Balken 

2) P = -^ '^'^ 



6 



l 



Erkl. 111. Wenn man in die beiden, in der 
vor. Erklärung gegebenen Formeln bestimmte 
Zahlenvrerte einsetzt, so veird man stets finden, 
dass unter sonst gleichen Verhältnissen der in 
der Mitte belastete Balken das geringste Tra- 
gungsvermögen besitzt. Es verhält sich nach 
den obigen Formeln 



nach umgekehrt zu einander verhalten wie 
ihre bezüglichen Abstände von der Resul- 
tierenden. Diese Reaktionskräfte sind in 
Fig. 93 mit P^ nnd P, bezeichnet, und die 
Abstände ihrer Angriffspunkte vom Angriffs- 
punkt C der Last mit l^^ and I2, und es ist 
somit 
a): . . . P^ + P2 = P 

oder: P^^^ == V^l^ 

Betrachten wir Punkt B als Drehungs- 
punkt, dann ist TJ das rechtsdrehende und 
P2, das linksdrehende Moment, und es ist 
für den Fall des Gleichgewichts 

P,i = P?, 

Sehen wir aber A als Drehungspunkt an, 
so muss für den Fall des Gleichgewichts 

P2? = P?i 

sein. Daraus ergeben sich die Werte der 
beiden Komponenten, nnd es ist 

li^ und P, = I/l- 



Pt = 



oder: 
oder: 



Pt:P2 = ^hh^S 



l 



4^ 
6 



bh^S 
l 



JL i l X 2 — * • ^ '1*2 

Pi : Pj = -Ij : YlÄ 
für I2 kann man aber setzen (l — l^), also ist: 

Pi : Pj = |l : Ykii '-i;) 

Wenn man nun die beiden Abschnitte Zi und 
(l—h) der Länge l als Seiten eines recht- 
winkligen Vierecks betrachtet, so erhält dieses 
Viereck seinen grössten Flächeninhalt, in dem 
Fall, dass die veränderliche Grösse Z, die alle 
zwischen und l möglichen Grössen annehmen 
kann, gleich V2 ^ setzt. Es gewinnt also in der 

vorhergehenden Proportion Yh (^ — ^i) ^i^^en 
grössten Wert, wenn l^ = 72^ gesetzt wird, 
alsdann ist: 

In allen anderen Fällen, so oft nämlich die 
Angriffsstelle der Last diesseits oder jenseits 
der Mitte liegt, übersteigt das Tragungsver- 
mögen P^ die Grösse Pj um so mehr, je mehr 
sich Punkt C dem einen oder anderen Stütz- 
punkt nähert. Diese Zunahme ist zwar an- 
fangs sehr gering, erreicht aber in der Nähe 
der Unterlagen bedeutendere Werte. 

Ist z. B. ein Balken 6 m lang und J^ = 2, 
^2 = 4 m, so ist: 

Pj : Pj = le : V274 = 3 : 2,828 
ist aber Zj = 1. Z, = 5 m, so ist: 



Wir verfahren nun wie in dem in Antw. 
auf Frage 89 erörterten Fall nnd^ denken 
uns zu diesem Zweck das Stück BC einge- 
mauert und aC am freien Ende A mit P^ 
belastet, dann ist für den gefährlichen Quer- 
schnitt in C das Maximalmoment 

Denken wir uns aber das Stück AC ein- 
gemauert und Bio am freien Ende B mit 
P2 belastet, so ist in diesem Fall 

Mj = PjZj 

das Maximalbiegungsmoment. Nach obiger 
Gleichung b). ist aber 

Pi Zi = Po Z. 



m 



2*2 



Demnach ist für den Angriffspunkt C der 
Belastung das Maximalbiegungsmoment in 
beiden Bichtungen dasselbe, und es liegt 
daher in C der gefährliche Querschnitt. 
Für diesen gilt also nach Einführung der 
oben berechneten Werte der Komponenten 

P Z — —^h. — p 7 

und für die Berechnung der Tragfähigkeit 
im Punkt C oder umgekehrt der Quer- 
schnittsdimensionen erhalten wir 



PZJ2 
l 



= QS 
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l\ \l\ =- 2^: Vi.ß = 8:2,286 

Und hat ein Balken die Länge von z. B. 4 m, 
üo vermag er in dem Abstand von 0,3 m von 
der einen oder anderen Stütze fast schon das 
dreifache von der Last zu tragen, welche in 
der Mitte gestattet ist. 



Fraott 98. Wie ändert sich die vor- 
Btehende Formel für den Fall, dass der 
Angriffspunkt C der Last in der Mitte zwi- 
schen A und B liegt and in welchem Ver- 
hältnis steht in diesem Fall die TragAhig- 
kett xur Tragfähigkeit desselben Balkens, 
für den Fall^ dass letzterer an einem Ende 
eingemauert und am anderen freien Ende 
belastet ist? 



Antwort. Liegt der Punkt G in der 
Mitte zwischen A und B, dann ist 

i -i -U 

und demnach 

P — P — — P 
^i — «^2 — 2 

folglich ist, wenn wir diese Werte in die 
Gleichung 1). in Antw. auf Torige Frage ein- 
setzen: 



2 2 



oder: 



I 
P? 



= QS 



= QS 



oder: 

1) Fl = 4QS 

also ist in diesem Fall die Trag- 
fähigkeit viermal so starke als wenn 
der Balken an einem Ende einge- 
mauert nnd am andern belastet wäre. 



Prämie 94. In welcher Weise and die in 

den beiden X'ori^^ Antworten entwickelten 
l^^lei^'hiiiigien absuäiidem für den Fall, dass 
das Ki^?eÄgew1cbt G des Balkens mit in 
K^chnun^ ^bra<*bt werden soll? 



Fi^röT P4, 



L. 



7 







V— - ^,----f^ i^ 



— ^ 




Antwort Haben die beidBn St&dce AC 
nnd BC des Balkens die Gewichte p^ und 
a^^ nud ist das ^anze Gewicht 

so wirkt von dem Gewicht p^, weldies man 
sich im Schwerpankt s^. also in der balben 
Uui^^ von ÄC wirksam denken kann, Ipi 
auf die Stütze A nnd ~g^ anf C. Ebenso 
wirkt von p^ die Hälfte nnf B und \p. auf 
C; fol^üch haben wir uns im Belaäangs- 
punkt C ausser der Last P noch 

1 1 1 ^ 

-^i <^ ^. 

wirksam zn denken, so. dass ateo P in den 
vorigen Formeln noch um diese ör&se j G 
vermehrt werden muss: es ist alsdamL wenn 

C nicht in der Mittx^ liegt: 
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Erkl. 112. Es ist zu bemerken, dass ein an. t} a_ ^ n no^ 

beiden Enden gestützter Balken, vermöge sei- *J* • • • ^ "r"^"^ ^=^ Q^^/ 
nes Gewichts nicht nur auf seinen Mittelpunkt, ^ ^ 

sondern auf jede tstelle seiner Länge einen wenn aber G in der Mitte liegt: 
Druck gleich der Hftlfte seines Gewichts aus- 2 ^Qg 

übt. Denn wo immer man denselben quer 2). . . . P + -^ G = — y— 
durchschneiden mag, wird eine an dieser Stelle ^ ^ 

angebrachte Stütze die Hälfte seines Gewichts 
zu tragen haben. 

Hat man einen Stab oder Balken nur an dem 
einen Ende befestigt, so addiert sich ebenfallB 
die Hälfte seines Gewichts zu der am anderen 
freien Ende anhängenden Last. Denn man kann 
sich das Balkengewicht in der Mitte seiner 
Länge, in seinem Schwerpunkt verdichtet vor- 
stellen; es ist daher sein Moment 

G. 1 = ^.1 
2 2 



Frage 95. Was ist überhaupt bei der 

praktischen Anwendong der mitgeteilten Antwort. Bei der praktischen Anwen- 

Formeln über die relative Festigkeit meist dang der mitgeteilten Formeln und Unter- 

zn berücksichtigen und in der Regel jeder- snchangen^ über die relative Festigkeit 

zeit mit in Bechnnng za bringen? kommt das eigene Gewicht der Körper 

noch weit mehr in Betracht, als bei der 

absoluten Festigkeit und mass in der Hegel 

jederzeit mit in Rechnung genommen wer- 

Krkl. 113. Um zu zeigen, in welcher Weise den. Indem dasselbe aber zugleich mit der 

man die Dimensionen eines Körpers ermitteln getragenen Last die verschiedenen, auf die 

kann, welcher so beschaff^^^^^^ er ^j^^ ^^^^ ^^^^^^ ^^^3^ geformten Körper 

genau sein eigenes Gewicht trägt, soll die Länge , . «^ n« u«i-««*^* •« j^ -ci i -.u n 

emer an beiden Enden aufUeginden Stange von gleichfalls belastet, in den Formeln aber P 

Gusseisen von einem Quadratcentimeter Quer- <**« g*°ze Last bezeichnet, welche die Kör- 

ßchnitt gesucht werden, welche ihre eigene Last, per tragen können , so mnss es allezeit 

ohne bleibend gebogen zu werden, zu tragen schon in dieser Grösse mit inbegriffen sein. 

vermag. Es ist nach der unter 2). angegebe- Nennt man also das eigene Gewicht der 

nen Formel in Erk. 110: verschiedenen Körper g, dasjenige aber wo- 

P = A . ^^^^ mit sie belastet sind p^ und berücksichtigt, 

6 ^ dass das eigene Gewicht der Körper alle- 

Setzen wir nun i^ = P (ß.Erkl 112), so ist: zeit tlber die ganze Länge derselben ver- 

^ breitet ist, so ist für diejenigen Formeln, 

__ j£ hh^S in welchen auch das getragene Gewicht 

3 l über die ganze Länge der Körper verbrei- 

Der Wert von g wird aber gefunden, wenn tet angenommen wird: 

2 bekannt ist. Wiegt nämlich die Stange auf n-Un P 

i»;«^« iUa4.a« t.x««4,. .. xr^i^. «««»«. «^ ;«♦. F\^y — ^ 



einen Meter Länge = y Kilogramm, so ist : 
also: 



in denjenigen Fällen aber, wo die Last am 
9 — ^Y Ende oder in der Mitte drückt: 



oder auf beiden Seiten die Gleichung mit l ^^t aber in allen jingegebenen Formeln 

multipliziert und mit y dividiert: . , ^ ^ — , , «. 

SO ist der Körper so beschaffen, dass er 

1) p — : __.zA_?. genau sein eigenes Gewicht trägt und es 

^ 7 lässt sich ans dem zugehörigen Wert von P 

bei jeder der angegebenen Gleichungen die 
Länge oder die Breite oder die Höhe finden, 
welche ein Körper haben muss, um sein eige- 
nes Gewicht tragen zu können (s.Erkl.113). 
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ö). Der Stab ist in zwei Punkten gfestützt und die Last sleichmässig 

über die Stabläng^e verteilt. 



Frage 96. Welche Formel dient im vor- 
liegenden Fall zur Berechnung der Trag- 
fähigkeit, welches Gesetz folgt aus dieser 
Formel nnd ans welcher Betrachtung er- 
gibt sich die Richtigkeit dieses Gesetzes? 



Figur 95. 




Erkl. 114. Das statische Moment einer Kraft 
wird positiv oder negativ genommen, je nach- 
dem die durch die Richtung der Kraft ange- 
zeigte (Jmdrehungsrichtung den Körper rechts 
herum oder links herum drehen würde. Welche 
von beiden Drehungsrichtungen man als die 
positive ansehen will, ist gleichgiltig, nur muss 
bei allen Kräften auf übereinstimmende Weise 
verfahren werden. In der Regel wählt man die 
von links nach rechts herumgerichtete Drehung 
als positiveD r ehungsrichtung, also diej enige, 
mit welcher die Drehung der Uhrzeiger über- 
einstimmt, während man die derselben entgegen- 
gesetzte Ümlaufsrichtung als negativ bezeich- 
net. Dieses Produkt ist identisch mit der Fläche 
des Parallelogramms, das aus der betreffenden 
Kraft als einer Seite und deren Hebelarm als 
anderer Seite konstruiert werden kann, wenn 
man dieser Fläche ein Vorzeichen beilegt, das 
abhängig ist von der Richtung des um sie im 
Sinn der Kraftrichtung ausgeführten Umlaufs, 
denn der Flächeninhalt eines Parallelogramms 
ist gleich Grundlinie mal senkrechte Höhe. 



Antwort. Im vorliegenden Fall dient zur 
Berechnung der Tragfähigkeit die Formel: 

1). , . . . Fl = 8QS 

d. h. der Balken ist in diesem Fall 
doppelt so stark, als wenn er bloss 
in der Mitte belastet wird, und acht- 
mal so stark, als wenn er an einem 
Ende befestigt nnd am anderen be- 
lastet wird. 

Beweis. Die über die Stablänge gleich- 
massig verteilte Last sei allgemein: 

? = pl 

ihr Angriffspunkt liegt in der Mitte zwi- 
schen A nnd B, d. h. in ihrem Schwer- 
punkt; demnach sind die durch den zwei- 
fachen Drnck erzeugten Reaktionskräfte in 
A und B: 

P, = P, = |P = ^pl 

Wir legen abermals in einem beliebigen 
Punkt C einen Schnitt mn und denken uns 
vorläufig den Teil BC eingemauert, dann 
sehen wir, dass der andere freie Teil AC 
durch zwei Momente in Anspruch genom- 
men ist, nämlich: 

1). durch die Kraft P^ mit dem Hebel- 
arm X nach rechts als im positiven 
Sinn drehend, und 

2). durch die Kraft px mit dem Hebel- 
arm % ^ links, also im negativen Sinn 
drehend. 

Das resultierende Moment für C ist dem- 
nach :> 

1 



oder; 



oder: 



Mx = Pi« — pX'-^x 



Mx = ö-i> « — a;') 



Mx wird aber seinen grössten Wert er- 
reichen oder ein Maximum werden, wenn 

1 



x = 



l (siehe Erkl. 111) ^3 



d. h. der gefährliche Querschnitt liegt 
in der Mitte. Für denselben ist das resul- 
tierende Moment also: 



lieber die relative oder ßiegungselasticität und -Festigkeit. 
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Erkl. 115. Wenn eine Last gleichförmig über 
die ganze Balken länge verteilt ist, so etwa wie 
das Wasser in einem Behälter, der den ganzen 
Flächenraum eines Gebälkes überdeckt, so lässt 
sich ein derartiger Druck einem bei ungeän- 
derter Festigkeit vermehrten Gewicht des Bal- 
kens vergleichen und auch in derselben Weise 
in Rechnung bringen, d. h. die relative Festig- 
keit der schwächsten Stelle, nämlich des durch 
die Mitte geführten Querschnitts muss die Grösse 
1 ^, . 1 



oder : 



oder: 






oder: 



2??+ ^Gl = 4QS 



bh^S 



oder für einen Balken von rechteckigem Quer- 
schnitt, bei welchem nach Gleich. 15). in Antw. 
auf Frage 59). 

Q = \hh^ 

beträgt : 

1). . . . -1-(P+G) = A. ^ 

besitzen, wenn P das Gewicht der gleichförmig 
yerteilten Last und G das des Balkens bezeichnet. 
Nach derselben Formel lässt sich die Wider- 
standsfähigkeit eines Gebälks berechnen, auf 
welchem eine grosse Anzahl Personen zusam- 
mengedrängt stehen. 



Setzen wir nun wieder pl = P , so er- 
gibt deh die Gleicbgewichtsbedingang für 
die Berechnung der Tragkraft oder der 
Dimensionen eines auf zwei Stützen rahen- 
den, durch eine über die freie Länge gleich- 
massig verteilte Last oder durch sein Eigen- 
gewicht belasteten prismatischen Körpers zu 



oder : 



M = ^pP = QS = Ipz 
P^ = 8QS 



Frage 97. Wenn über die Länge eines 
Balkens verschiedene Lasten verteilt sind, 
Ton denen jede allein den Bruch nicht ver- 
anlassen könnte t wie lässt sich dann der 
Druck bestimmen, den ein beliebiger Punkt 
X im Abstand l^ von dem einen der Stütz- 
punkte des Balkens erfährt? 

Figur 96. 



•* s^r 



i 






m 



i 



' 



„i — 



— ■»» 



i 



D 




Pl 



Erkl. 116. Unter Anwendung der nebenstehen- 
den Gleichung 1). findet man z. B. den Druck 
auf den Punkt h (Fig. 96), da in diesem Fall 
?, = Z und P, = 



1). 



D 



- ^1^1 I ^ 
~ Z "^ 2 

Es bedeutet hier P^ die Summe aller Lasten 
und s^ den Abstand ihres Gesamtschwerpunkts 
vom Punkt a. 



Antwort. Wenn über die Länge eines 
Balkens verschiedene Lasten verteilt sind, 
von welchen jede allein den Bruch nicht 
veranlassen könnte, so lässt sich der Druck, 
den ein beliebiger Punkt x (s. Fig. 96) im 
Abstand l^ von dem einen der Stützpunkte 
des Balkens erfährt, in folgender Weise 
bestimmen : 

Man denke sich den Balken an der Stelle 
X quer durchschnitten nnd unter x eine 
Stütze angebracht, welche stark genug ist, 
um den Balken in seiner Lage zu erhalten. 
Nun sei P^ die Summe der Gewichte links 
vom Punkt x, s^ die Entfernung ihres Schwer- 
punkts vom Punkt a, also P^s^ ihr Moment 

P 8 

und —} - der Druck, welchen sie auf Punkt 

x ausüben. Es sei ferner P2 die Summe 
der Gewichte rechts vom Punkt x^ s^ die 
Entfernung ihres Schwerpunkts von a, da- 
her P2 (l — s^) ihr Moment bezogen auf den 



Punkt h, und 



P2 {±r-h) 



ihr Druck auf den 



Punkt X, Der Gesamtdruck auf den Punkt 
X mit Einschluss des vom Balken abhängi- 
gen Drucks ist folglich: 
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Ebenso erhält man den Druck auf die Mitte 
der Balkenlänge, da hier /^ = Ij = Yj Z ist: 



Dieser Druck ist, vorausgesetzt dass die 1). . . D = 
drückenden Gewichte unverändert bleiben, um 
so kleiner, je kürzer die Entfernungen s^ und 
l — «i, d. h. je näher den Unterlagen die Lasten 
'angebracht sind. 



oder diese drei Brüche gleichnamig gemacht 

2Z,Pi«2 -h 2ZiP2 {l — «,) + ^1^2^^ 



a »< »1 



Befestigangsstellen die Last P trägt? 



Figur 97. 



a). Der Balken sei an beiden Enden fest eingemauert. 

Frage Ö8. Aus welcher BetrachtuDg er- 
gibt sich die Tragfähigkeit eines Balkens, 
der mit beiden Enden fest eingemauert ist 

und an irgend einem Punkt zwischen seinen Antwort. Ist der Balken mit beiden Enden 

hinlänglich fest eingemauert, so kann man 
annehmen, dass er an den drei Stellen A, 
B und C (s. Fig. 97) zugleich brechen wird, 
wenn P hinlänglich gross ist. 

Bezeichnet man deshalb die Kräfte, wel- 
che in den Punkten A, B und C den Bruch 
erzeugen, mit p^, pi und p, behält man 
ferner die bisherigen Bezeichnungen bei 
und berücksichtigt, dass auch in diesem 
Fall (nach Antw. der Frage 92): 

!P\h = ^2*2 = — j — 
ist, so folgt: 

M = QS; M = QS und £^ = QS 

oder: 

QS QS QSZ 

Es muss aber die Last P diese drei 
Brüche zugleich bewirken, daher muss auch 



m9^ 



, W- 



J.lh.llllJ|ll]lllllll.r,IM:illl..llll,.M'IHC: 
^ I m j j-' i' i ' K 






a-üiüiL 



ihik 
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T^EL 







oder: 
oder: 

1). . 






sem 



P = QS. 
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oder für einen Balken von rechteckigem 

Querschnitt ist 

2^ p _ 2 hhUS 
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Frage 99. Welches Gesetz gilt von der 
Tragfähigkeit eines an beiden Enden fest 
eingemauerten Balkens, der mit der Kraft 
P belastet ist? 

Erkl. 117. Znr Bestimmung der Krümmimg 
und Senkung der elastischen Linie dient im 
vorliegenden Fall die Gleichung: 

— _1_ P^J?^ /i _ A ^\ 
^ ~ 16 * ET \ 3 ' / / 

und hieraus für x = V2' eingesetzt, ergibt 
sich die grösste Senkung: 

* ""■ 192 ' ET "" 64 \3 ' ET 
woraus folgt, dass im vorliegenden Fall die 
Senkung nur Vöi ™^ ^^ gross ist , als wenn 
der Balken an einem Ende befestigt und am 
anderen Ende belastet ist. 



) 



Antwort. Ist ein Balken mit seinen 
Enden fest eingemauert und in der 
Mitte mit einem Gewicht P belastet, 
so trägt der Balken in diesem Fall 
8 mal soviel, als wenn er mit einem 
Ende befestigt ist und am freien 
Ende das brechende Gewicht trägt, 
oder es ist: 

Fl =z 8QS 
Beweis. Im vorliegenden Fall ist 

i -i -h 

^i — h — 2 

setzen wir diese Werte in die Geichung 
1). in Antw. auf vor. Frage, so ergibt sich 
die obige Gleichung. 



Frage 100. Was gilt von der Tragfähig- 
keit eines Balkens, der unter einem Winkel Antwort. Für den Fall, dass der Balken 
a gegen den Horizont geneigt eingemauert unter einem Winkel a gegen den Horizont 
und in einem Punkt G belastet ist? geneigt ist, kann nur die winkelrechte Sei- 

tenkraft CG, 8. Fig. 98, auf Bruch wirken. 
Dieselbe ist aber = P.cosa, die 



Figur 98. 




andere Komponente CF = P . sin a 
nimmt die rückwirkende Festigkeit 
des Balkens in Anspruch. Man er- 
hält demnach aus Gleichung I). in 
Antw. auf Frage 98: 

1). . -- «s 21 



P = 



coBa 



hh 



oder für einen Balken von recht- 
eckigem Querschnitt: 

o. ^ 1 bhHS 



p = 



3 ^j/j.cosa 



Frage 101. Welches Gesetz gilt von der 
Tragfähigkeit eines Balkens, der mit beiden 
Enden fest eingemauert und bei dem die 
Last gleichmässig über die ganze Länge 
verteilt ist? 



ErkL 118. Wenn ein Balken mit seinen bei- 
den Enden fest eingemauert und im Mittelpunkt 
belastet wird, so hat die elastische Linie in 
der Mitte einer jeden Balkenhälfte sogenannte 
Wendepunkte, d. h. die konkave Seite der 
Krümmung geht in eine konvexe über und die 
Spannung ist in diesen Punkten gleich Null. 



Antwort. Ist die Last P gleichmässig 
über den ganzen Balken verteilt, so ent- 
stehen wieder drei Bruchstellen oder ge- 
fährliche Querschnitte, nämlich an beiden 
Enden und in der Mitte; die Wendepunkte^) 
liegen aber nicht, wie in dem Fall, wo die 
Last im Mittelpunkt angreift, in der Mitte 
einer jeden Hälfte, also nicht in einem Ab- 
stand = -£ von den Punkten A und B, son- 
dern wie Rechnung und Erfahrung zeigen, 
in einer Entfernung 

ÄD = BF = -^? (3 — Y^) = 0,211 1 



1) Siehe Erkl. 118. 



Klimpert, Elasticitftts- und Festigkeitslehre. 
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Figur 99. 
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von jeder Befestigangsstelle entfernt, and 
eben deshalb sind auch die drei Bruch- 
stellen nicht in gleichem Grad gefährlich, 
sondern die beiden an den Befestignngs- 
stellen sind etwas gefährlicher als die in 
der Mitte. 

Die nähere Untersuchung dieses Falls, 
wie sie zuerst von Behhann in Wien nach- 
gewiesen worden ist, gibt das Resultat: 

154). . . . PZ = 12QS 

d. h. im vorliegenden Fall trägt der 

« 1.1 ^tt\ T» 1. • r- T>. =di^ Balken lV2inal soviel, als wenn er in 

Erkl. 119. Rechnen wir für AD = Bh an- ^^^ -rt;**« k^ioc*«* ;«4. ,.^a io«,«i o^ 

statt 0,211 rund V5 , so ist DF = ^1,1, somit ^?r Mitte belastet ist, und 12mal so 

, ^ . j , ü ,, ^^1 Tn i 777^ j- Viel, als wenn er an einem Ende b e- 

hat j^es der Balkenstücke AC und iit> die festigt und am anderen belastet 

Last—, das Stück DF aber die Last ^/^ p zu wäre. 

ö 

tragen. Zerlegt man die auf AD kommende 
Last Vs P> so kommt an jedes Ende Vio !*• 
Desgleichen erhält man durch Zerlegung der 

auf DF kommenden Last ^^ P zwei Seiten- 
kräfte, welche in D und F wirksam sind, w^o- 
von jede = Vio 1* ist. 

Demnach wirken in dem Funkt D die zwei 
Kräfte Vtol* ^^^ 7io^> ^^^ ^s ist darum ihr 
statisches Moment, auf den Punkt A bezogen: 



12,5 



p.z 



oder, wenn der nebenstehende Ausdruck -^ (3 — V^3 ) 

genau ausgerechnet wird, = ^1^2^ 'l- 

Auf gleiche Weise findet man, dass das Bruch- 
moment, auf die Mitte des Balkens bezogen, 
= V24 P . l ist. 



Frage 102. Nach welcher Formel lässt 
sich die Senkung der elastischen Linie 
eines an beiden Enden gestützten Stabes 
bestimmen , welcher sowohl durch ein in 
seiner Mitte wirkendes Gewicht, als auch 
gleichzeitig durch eine über seine ganze 
Länge gleichmässig verteilte Last gebogen 
wird, und aus welcher Betrachtung ergibt 
sich die Richtigkeit diesBr Formel? 




Antwort. Wird ein an beiden Enden 
gestützter Stab durch ein in seiner Mitte 
angebrachtes Gewicht, sowie zugleich durch 
eine über seine ganze Länge gleich ver- 
teilte Last gebogen, so wird, wenn p die 
Ordinate irgend eines Punktes der elasti- 
schen Linie und x dessen Abscisse bezeich- 
net, die Senkung der elastischen Linie be- 
stimmt durch die Gleichung: 



y = 



__ (P+i)Z)^/3 



12 ET 



Liegt die elastische Faser wie in Fig. 100 
mit beiden Enden auf, und ist das Gewicht 
P in der Mitte befestigt, so lassen sich die 
entsprechenden Gleichungen unmittelbar aus 
der Antw. auf Frage 91 ableiten. 
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Das Gewicht P und das gleichmässig 
Hilterechnang. verteilte_Gewicht p l (wenn nämlich l die 

Länge AB der Faser bezeichnet) erzeugen, 
Setzt man in der nebenstehenden Gleichung wie leicht nachzuweisen ist, auf jedem der 
1). für» = Vj^ ein, so erhält man: Stützpunkte A und B den Druck 

^- lTETT2lr TV 48ETV2^ T) • ^ 2 ^^^^^) 

oder: /d i 7\ 73 7 Q73 ^^^ ke^nn sich aber auch die Stützen 

^ SE+.P9L _ IJ /j wegdenken, die Faser in C festgehalten, 

12 LT. 4 48. 8 ET und in A und B den Druck durch die auf- 

(P-^l>2)/3 2,2* wärts wirkenden Beaktionskräfte ersetzt, 

y = — 48ET 128 ET ^^^ ™*^ "^^^^ ^*^^ ^*^' ^®^ gegenwärtigen 

oder* ^A^l i^ ^6 Gleich. 1). in Antw. auf Frage 91 

_ 8PZ3 + 8j)?*-3i?ft statt P 

^ "" 384ET 1 /T>_L_ 7x 

oder: ^3 T(P-Hi)Z) 

y = 384ET ^ ^"^^"^v zu setzen haben. Der zweite Teil dieser 

Gleichung muss aber, nach der gegen- 
wärtigen Voraussetzung negativ genommen 
Erkl. 120« Für den Fall, dass das Gewicht werden, da derselbe p als Faktor enthält, 
des Stabes unberücksichtigt bleiben soll und welches, der Natur der Sache nach, senk- 
eine andere gleichmässig über die Länge des recht abwärts, also V2(P+1>0 entgegen- 
btabes verteüte Last nicht vorhanden, sondern gesetzt wirkt. Sonach erhält man aber, 

£ Är.^ TuHef rbenSeLÄ- ,— -gleich beachtet wird, dass V. l statt 
chung 1)., wenn man p = setzt: ^ ^^ setzen ist. 



y = 



oder: 



||^_(i„_..) .^..,.<i5H2£(|,._..)_ 



12ET 

px 



3). . . y = ^||^(3Z2-4^^) 24Et(-2^' ^7 

and Ebenso folgt die grösste Ordinate oder 

A\ s — —^— der Pfeil der Biegung: 

^- • • * "" 48ET ^3 

Ist aber keine in der Mitte des Stabes an- ^)' • • * = ^84ET^ "^^ 

greifende Last, sondern nur eine gleichmässig oder: 

über die Länge des Stabes verteilte Last resp. 2* . 5 v 

nur das Eigengewicht des Stabes in Rechnung s = .g.^^ (^"I" ~q^^) 

za bringen, also P = zu setzen, so ergibt 
sich aus den nebenstehenden Gleichungen für ^*- nebenstehende Hiifareohn.) 

px 



^" • 384ET 

p 
oder, da |) = -=-, so ist : 



5PZ3 

8 = 



oder: 



384 ET 



"" 128 \3 ' ET/ 



woraus folgt, dass im vorliegenden Fall die 
Senkung unter sonst gleichen Umständen nur 
^ 128 mal so gross ist, als wenn der Balken an 
einem Ende befestigt und am anderen belastet 

ist. 
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Frage 103. Welcher Schlass lässt sich 
ans der vorstehenden Gleichung 2). ziehen? 

ErkL 121. Aus der nehenstehenden Antwort 
ergibt sich mit B,ü<;k8icht auf die vorigen Glei- 
chungen 5). und 6)., dass, wenn der Balken an 
beiden Enden eingemauert und die Last gleich - 
massig über seine Länge verteilt ist: 

!)• • • «'= 24ETU-2 I+^j 

und die grösste Senkung: 
2). . . « = 



= '( 



1 PI' 



) 



384' ET ~ 128 \ 8 ET 
woraus folgt, dass im vorliegenden Fall die 
grösste Senkung nur Vi 28^^^ ^^ gross ist, als 
wenn der Balken an einem Ende eingemauert 
und am anderen belastet ist. 



Antwort. Die vorstehende Gleich. 2). zeigt, 
dass eine über die ganze Länge gleichmässig 
verteilte Last aaf die Biegnng gerade so 
wirkt, als ob % davon in der Mitte des 
gewichtslosen Stabes aufgehängt wären, und 
dass sich die Senkungen oder Pfeile, welche 
bei derselben Last, die einmal in der Mitte 
angebracht und das anderemal über die 
Länge gleich verteilt wird, entstehen, wie 
8 : 5 verhalten. 



e). Bestimmung der KörpeFformen Ton gleicher relativer Festigkeit. 



Frage 104. Welches sind die in der 
Praxis am häufigsten vorkommenden Gat- 
tungen von Aufgaben? 



Antwort. In der Praxis kommen am 
häufigsten zwei Gattungen von Aufgaben 
vor. Entweder ist 

1). der Körper nach Form und Grösse 
schon bekannt (oder wird als bekannt an- 
genommen) und man prüft durch Rechnung, 
ob er einer bestimmten Belastung genügt, 
d. h. man berechnet die Grösse der Mate^ 
rialspannung für die Querschnittseinheit, 
oder es sind 

2). die Dimensionen eines Körpers direkt 
aus seiner Belastung zu berechnen. 



Frage 105. Was ist in jedem der bei- 
den vorgenannten Fälle zu berechnen, resp. 
näher zu bestimmen? 

Erkl. 122. Da im vorhergehenden bereits 
die allgemeinen Formeln entwickelt sind, deren 
man zur Berechnung sowohl der Belastung als 
auch der Materialspannung und der Dimensionen 
prismatischer Stäbe für Biegungsbelastung 
bedarf, und damit zugleich die Mittel und Wege 
angegeben sind, einzelne Querschnitte eines be- 
liebig geformten Körpers zu berechnen, so blei- 
ben von den nebenstehend genannten Fällen nur 
noch zwei zu erörtern übrig: 

a). Es ist die Form eines nicht prismati- 
schen, sondern anders gestalteten geometri- 
schen Körpers mit gewissen Eigenschaften ge- 
geben und daraus ist die Tragfähigkeit (resp. 
sind die Dimensionen) zu berechnen, oder 

ß). Form und Dimensionen eines auf Biegung 
beanspruchten Körpers sind aus seiner Belastung 
zu ermitteln mit der Bedingung , dass in allen 
Querschnitten dieselbe Festigkeit besteht. 



Antwort. Im ersten Fall braucht man 
immer nur den gefährlichen Querschnitt zn 
berechnen, oder wenn derselbe nicht beson- 
ders bekannt resp. ermittelt ist, so berech- 
net man die Tragfähigkeit resp. Material- 
spannung für einige Stellen des Körpers. 

Im zweiten Fall ist zunächst zu ent- 
scheiden, ob der Körper 

1). eine prismatische Form, oder 

2). die Gestalt eines anderen geometri- 
schen Baumgebildes haben soll, 
oder 

3). ob seine Form mit den Dimensionen 
derart aus der Belastung bestimmt 
werden soll, dass in jedem Quer- 
schnitt dieselbe Materialbean- 
spruchung, derselbe Widerstand 
oder dieselbe Spannung stattfindet. 
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ff). Aus der gegebenen nicht prismatischen Form eines geometrischen 
Körpers ist seine Tragfähigkeit zu berechnen. 

lt«M TDrkomman, ao wird e» geaüfm, hl«r am 

Frage 106. Wo liegt bei einem Körper 
von der Form eines abgestnmpften Ke- 
gels, der mit seiner grösseren Endfläche - 
befesügt und dorch eine an seiner kleineren Antwort. Der gefährliche Quer- 
Endfläche angreifende Kraft belastet ist schnitt liegt bei dem abgeatranpften Kegel 
der gefahrliche Querschnitt? ' AB (Fi«- 101) nm die halbe Höhe des Er- 
güDzungslcegels AO von A ans entfernt. 

Beweis. Der gefährliche Querschnitt liegt 
(nach Antwort auf Frage 89) da, wo die 
MaterialspanDung 

Figur 101. '^ Q 

N" am gröBsten ist oder ein Maximum wird. 

Die Radien der beiden kreisförmigen 
£udflächen sind B und r; ihr horizont^er 
Abstand = l. In der Eutfemong AC — x 
vom freien Ende denken wir uns einen 
Schnitt, dessen Badins = q heissen möge 
und die Spannung der Flächeneinheit da- 
selbst sei 8. 

Das Trägheitsmoment einer Kreisfläche 
ist nach Gleichung 1). Seite 98: 

T = ^A 

oder da ira vorliegenden Fall d = 2 e ist. 



T = - 



Die Entfernung der äussersteu Faser- 
schicht von der neutralen Achse ist aber 
Y = ^, demnach ist, mit Rücksicht anf 
Formel 37). anf Seite 90 : 
Y 1 



Nach Antw. auf Frage 89), ist die Mate- 
Pa; 
rialspannnng S = -g- für den vorliegenden 

Fall: 
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Um nun die Unbekannte ^ auf einfache 
Weise zu ermitteln, denke man sich den 
Kegel voll ergänzt und die Höhe des Er- 
gänzungskegels = hj dann verhält sich 

denn die durch den Querschnitt entstehen- 
den Dreiecke sind einander gleich, und 
daraus folgt: 

O = T 

h 

Setzen wir diesen Wert von q in die 
dritte Potenz erhoben in die obige Glei- 
chung a). ein, so ergibt sich: 

s = ^^* 






oder: 

b). . . . S = y^r^^x+hy 

Dieser Ausdruck wird ein Maximum (d. h. 
derselbe erreicht seinen grössten Wert, wenn 
die veränderliche Grösse x = ^hh wird (s. 
Erkl. 112). Der gefährliche Querschnitt liegt 
also beim abgestumpften Kegel um die halbe 
Höhe des Ergänzungskegels von A aus ent- 
fernt. 



Frage 107. Wie gross ist die pro Flä- 
cheneinheit des gefährlichen Querschnitts 

bei einem nach Art der Fig. 101 beanspruch- Antwort. Die pro Flächeneinheit des 
ten abgestumpften Kegel eintretende Mate- gefährlichen Querschnitts bei einem nach 
rialspannung? Art der Fig. 101 beanspruchten abgestumpf- 

ten' Kegels auftretende grösste Material- 

Spannung ist 
HiUsreohnting. 16 P^ 



(A+Ä)'gibt 






nach der Formel 

3 



"« 27 71 r3 



Um diese Formel zu erhalten, braucht 
(a + h) = a^-f 3a'5-f 8a6»+63 man in die Gleichung b). der vorigen Ant- 

— '^^-j.'^ ^^ fe-u«^ ^ 7i2_Lii3 ^^^^ ^^^ ^ °^^ schon oben erwähnten 

"" T"^ ' 4 * "• *~2 * "^ Wert = yÄ einzusetzen, so ergibt sich: 

oder: = ^ + -^-h^ + ^h^ J^ h^ AVhK^h 



Oma.» ■"""■ 



oder: = f Ä» ^r^ijh + h) 

also ist: ^^®^ ^^^^ nebenstehender Hilfsrechnung die 



S. 



.T»,3 1, ersterwähnte Gleichung. 



oder: 



8 






"" 27 71 r» 



i 
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Frage 108. Welchen Wert erhält man 
schliesslich für die Tragfähigkeit des ab- 
gestumpften Kegels? 



Hülsrechnang. 

Setzen wir h =^ h, so ergibt sich aus den 
beiden nebenstehenden Gleichungen: 



oder: 



27 Ttr^ 
16 ' P 



oder auch: 



16 

27 



l 



Omtk^ "~^ 



'maz 



B 



— 1 



27 7ir\S 



l 



71 r' 



■§-')= ^ 



16 l 



(R_r).S = P 



Antwort. Die Tragfähigkeit des abge- 
stampften Kegels ist: 

denn der Abstand des gefährlichen Qaer- 
schnitts bei dem nach Art der Fig. 101 be- 
anspruchten Kegels vom freien Ende ist 
nach Antw. anf Frage 106: 

h 

and die Höhe h des Ergänzungskegels ist, 
aus der in der vorhergehenden Antwort ge- 
gebenen Gleichung abgeleitet: 

27 nr^ 



h = 



Ä 



max 



16 P 

oder geometrisch abgeleitet (siehe Kleyers 
Lehrbuch der Körperberechnungen I. Buch 

Seite 89): 

rl l 



R 



^-1 



Setzt man diese beiden Werte von h ein- 
ander gleich, so fällt die Höhe des Ergän- 
zungskegels weg und man erhält ftlr die 
Tragfähigkeit des abgestumpften Kegels, 
wenn man im gefährlichen Querschnitt eine 
Maximalspannung 



^n..* = S 

^max 



annimmt, die vorstehende Gleichung. 



ß). Aus der g^egebenen Belastung sind Form und Dimensionen eines 
Körpers zu berechnen, der in allen Querschnitten dieselbe 

Festigkeit besitzt. 

Frage 109. Wie lässt sich die Bedin- 
gung, dass in jedem Querschnitt des auf 

Biegung beanspruchten Körpers dieselbe Antwort. Die Bedingung, dass in jedem 
Festigkeit bestehen soll, mathematisch Querschnitt des auf Biegung beanspruchten 
ausdrücken? Körpers dieselbe Festigkeit bestehen 

soll , lässt sich mathematisch folgender- 

Erkl. 123. Aus der nebenstehenden Gleichung massen ausdrtlcken: 
ist ersichtlich, dass die grösste in einem be- Y m 

stimmten Querschnitt vorkommende Spannung g = ]yj.___ = — _ — konstant, 

S einerseits von dem Moment M der biegenden T Q 

Kraft, anderseits von der Querschnittsform ^^ h. die grösste zulässige Material- 
Mi der betreffenden Stelle des Balkens abhängt, gpannung hat in allen Querschnitten 

£ r ^^dS^t^^f reidir "S^ährn J-. betreffenden Körpers dieselbe 
Grössen in allen Querschnittsflächen gleiche grosse. 
Werte erhält und bezeichnet man mit M^ und 

-«r resp. die Werte, welche die veränderlichen 

■•■1 Y 

Grössen M und - - an einer bestimmten will- 
kürlich zu wählenden Stelle des Balkens an- 
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nehmen, so ergibt sich als allgemeine Bedin- 
gungsgleichung für einen Träger von gleichem 
Widerstand die Gleichung: 



M~ == Ml 






Frage 110. Es wurde bereits früher be- 
merkt, dass ein an einem Ende befestigter, 
am anderen Ende belasteter Balken unter 
sonst gleichen Umständen immer an der 
Stelle brechen wird, wo er aus der Wand 
hervorragt, in dem für diesen Querschnitt 
das Moment der Belastung am grössten ist. 
Was folgt aus dieser Thatsache für die 
übrigen Querschnitte eines prismatischen 
Körpers ? 



Antwort. Aus dem was bereits früher 
s. Antw. auf Frage 89 über den gefähr- 
lichen Querschnitt bemerkt wurde, folgt, 
dass bei einem prismatischen Körper, der 
mit einem Ende befestigt am anderen eine 
Last trägt, alle übrigen Querschnitte eine 
unnütze Stärke besitzen, und also um so 
kleiner sein können, je weiter sie von der 
Brechungsebene oder dem gefährlichen Quer- 
schnitt oder der Befestigungsstelle entfernt 
sind. 



Frage 111. Auf welche Weise gelangt 
man im allgemeinen zu einem Körper von Antwort. Stellt man sich die Aufgabe, 
gleichem Widerstand oder gleicher re- sämtliche Querschnitte eines Körpers von 
lativer Festigkeit? der Befestigungsstelle desselben nach sei- 

nem freien Ende hin so abnehmen zu lassen, 
dass sie alle die nämliche Festigkeit be- 
sitzen, der Bruch also ebensogut in dem 
einen als dem anderen erfolgen kann, so 
erhält man einen Körper von gleichem 
Widerstand oder gleicher relativer Festig- 
keit. 



Frage 112. Welcher allgemeinen For- 
mel müssen alle Körper von rechteckigem 

Querschnitt, die mit einem Ende normal Antwort. Alle Körper von gleicher Festig- 

zu ihrer geometrischen Achse in eine feste keit und nebenerwähnter Anordnung müssen 

Wand eingeschlossen und am anderen freien der allgemeinen Formel: 

Ende durch eine Normalkraft belastet sind, ^ j 

genügen, wenn sie überall gleiche relative -^^ ~'bh^ 

Festigkeit besitzen sollen? , ,^ ^ ,^. ^ . ,,r • 

genügen, welcher auf verschiedene Weise 

entsprochen werden kann. 



Frage 113. Auf welche Art und Weise 
lässt sich die nebenstehende Formel ent- 
wickeln ? 



Antwort. Nehmen wir der Einfachheit 
wegen an, der Querschnitt des Balkens sei 
ein Rechteck und die Breite und Höhe 
desselben an der Befestigungstelle seien b 
und Ä, im Abstand x vom äusseren Ende 
dagegen y und s, so ist für den Normal- 
schnitt, den wir uns durch C gelegt denken, 
das Biegungsmoment 

M = Pic 
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Figur 102. 




das Trägheitsmoment nach Gleich. 1). auf S. 91: 

1 » • 



T = 



I2^ 



und der Abstand der am stärksten ge- 
spannten Faser von der neutralen Schicht 

Setzen wir alle diese Werte in die in 
Antw. auf Frage 109 gegebene Gleichung 

S = M-^ 



so ergibt sich 

S = 

oder: 

S = 



6Paj 



yz 



An der wirklichen Befestigungsstelle 
in B ergibt sich in ganz derselben Weise 
und unter der Voraussetzung, dass die- 
selbe Materialspannung S besteht: 



s = p«4'^-w 



oder: 



S = 



6¥l 



Beide W^rte von S einander gleichge- 
setzt, ist: 

6Pg _ 6PZ 

und die gleichen Faktoren auf beiden Sei- 
ten gehoben: 

X l 



yz- 



bh^ 



Frage 114. Was ist aus dieser allgemei- . ^ . . ,. j t. 

nen Formel ersichtlich , und wievielerlei Antwort. Da der vorstehenden Formel 
Körperformen gibt es, die bei rechtecki- auf verschiedene Weise entsprochen werden 
gern Querschnitt gleiche relative Festigkeit kann, so ist daraus ersichtlich, dass es für 
besitzen^ ^^^ vorliegende Beanspruchungsweise meh- 

rere Körperformen für gleiche Festigkeit 
mit rechteckigem Querschnitt geben muss, 
und zwar kann 

1). bloss die Breite y mit der Entfernung 
X sich ändern, während die Höhe z = h 
eine unveränderliche Grösse beibehält oder 

konstant ist; 

2). kann bloss die Höhe z mit dem Ab- 
stand X sich ändern, während die Breite 
y = h unveränderlich bleibt, oder 

3). kann sich y und z gleichzeitig mit x 
ändern und dabei stets proportioniert zu h 
und h bleiben, u. s. w. 
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Frage 116. Zn welcher Eörperform führt 
die unier 1). vorgeDannte Bediogaug, dass 
die Höhe e ^ h des rechteckigen Qoer- 
Echnitts konstant sei? 

Fignr 103. 



Antwort. Der erste der vorgenannteo 
Fälle fuhrt zur Keilform, wobei die Basis 
ein gleichschenkliges oder rechtwinkliges 
Dreieck ist 

Beweis. Soll e = k sein, so verwandelt 
sieb die ohige Oleichong in 



l 



oder: 



yÄ= 



y : b 



Erkl. 124. Das Volumen des in der Fig. 103 

dargestellten Körpers TOn konstanter Biegungs- 
festigkeit ist 

Das Volumen eines prismatischen Körpers 
(dessen kongruente Querschnitte normal zur 
neutralen Achse AB sind) von derselben Trag- 
fähiekeit 

p _ l bh's 

wäre ^ ' ' 

V = blh 
Es verhalten sich demnach die Volumina und 
bei demselben Material die Gewichte eines sol- 
chen Körpers (Fig. 103) von gleicher Festigkeit 
und eines in Bezug auf Tragfähigkeit gleich- 
wertigen prismatischen Körpers zu einander wie 

1 :2 
d. h. man erzielt durch Anordnung des Körpers 
Fig. 108 von gleicher Biegungsfestigkeit, gegen- 
über dem gleich tragfähigen prismatischen (in 
der Fig 103 ponktierten) Körpers eine Mate- 
rialersparnis von 50 7g. 

Erkl. 126. Bei einem Träger von konstanter 
Höhe und gleichem Widerstand krümmt sich 
die elastische Linie unter Einwirkung der bie- 
genden Kraft nach einem Kreisbogen, denn es 
ist nach Gleich. 1). Seite lOT der Krümmungshalh- 
messser pj. 



d. h. die Hebelarme x und l der Kraft für 
zwei verchiedene Schnitte verhalten sich 
ebenso wie die Breiten y und b dieser Quer- 
schnitte. Es bilden also x und l die Höheo, 
y und b die Grundlinien zweier ahnlicher 
Dreiecke (z. B. in der Form Fig. 103) und. 
damit erhalten wir die Grnndflache der zu 
ermittelnden Körperform. Da nun die Höhe 
des rechteckigen Querschnitts überall = h 
sein soll, so denken wir uns an jede Parallele 
zn b und if in deren Endpunkten die Höhe 
h normal angetragen und erhalten so die 
Seitenbegrenzungen des Körpers in Gestalt 
von Rechtecken mit der Höhe h. Das Ganze 
ergibt die Form des dreiseitigen Pris- 
mas oder Keils. 

Ftlr jeden beliebig angenommenen Abstand 
X vom freien Ende erhält man die zuge- 
hörige Breite des Querschnitts ans obiger 
Proportion zu 

1) » = |- 

woraus, wenn b und l bekannt, resp. eins 
oder das andere ans der Belastung P er- 
mittelt ist, mit Hinzunahme der konstanten 
Höhe h. sich leicht der Körper konstruieren 
lässt. 

Die Tragföhigkeit ist far jeden Quer- 
schnitt dieselbe, nämlich 



oder nach Gleichung 16). auf Seite 82: 

1 '''''ä 



Setzen wir in diese Gleicbnng für 
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R = - 



EY 



S 



Y ist die sich gleich bleibende Höhe, £ und 
S sind ebenfalls konstant, demnach ist auch 
der Krümmungshalbmesser R konstant und die 
elastische Linie ist ein Kreisbogen. Mit Rück- 
sicht darauf, lässt sich die Durchbiegung leicht 
berechnen 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke, Fig. 104, 
folgt, wenn man mit S die sehr kleine Durch- 
biegung des Balkens von der Länge l bezeichnet 

JrZ = Z:2R — J 
oder: 

Z» = 2crR — J» 

worin (f' als das Quadrat einer sehr kleinen 
Grösse vernachlässigt werden kann. 

Es ist also 



und da R = 



EY 



S = 



2R 
M 



1 i> YEQ 
also R == .,^ 
M 



und da Q = i. <•• «•Jf^,]»' also R = 

'st, so ist die Maximaldurchbiegung 

MZ» 



ET 
M 



8 = 



2ET 



Figur 104. 




Frage 116. Wo und warum benutzt man 
die oben entwickelte Form des dreiseiti- 
gen Prismas oder Normalkeils beson- 
ders häufig? 

Figur 105. 




Srkl. 126. Die im vorliegenden Fall zu be- 
rechnenden Grössen sind die Dimensionen h und 
h des rechteckigen Querschnitts an der Be- 
festigungsstelle. Der Krümmungshalbmesser der 
elastischen Linie ist nach Gleichung 1). S. 107: 

P ET 

also im vorliegenden Fall, wo x = 2 

ET 

und da nach Gleichung 41). Seite 91: 
so ist: 



Antwort. Die oben ermittelte Form des 
dreiseitigen Prismas oder Normalkeiis findet 
häufig Anwendung bei der Berechnung der 
Federwerke (Wagenfedem etc.) 

Bei der Berechnung einer Feder sind 
drei Grössen als gegeben zu betrachten, 
nämlich die Länge l der Feder, die Grösse 
der Durchbiegung oder der Pfeil s der Bie- 
gung, welche durch eine gegebene Kraft P 
erzeugt wird; ausserdem die Grösse des 
Elasticitätsmodulns E, sowie die grösste 
zulässige Spannung S, welche bei jener 
Durchbiegung nicht überschritten werden 
soll. Diejenige Form ist als die zweck- 
mässigste anzusehen, bei welcher der Mate- 
rialaufwand möglichst klein und die Bieg- 
samkeit möglichst gross ist. Die Feder ist 
daher, um der ersteren Bedingung zu ge- 
nügen, als Träger von gleichem Widerstände, 
und um der letzteren Bedingung zu genügen, 
als Träger von konstanter Krümmung zu 
konstruieren. Da die dreieckige Feder von 
konstanter Dicke beide Vorzüge vereinigt, 
so ist diese Form als die zweckmässigste 
zu wählen. 
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R = 



12PZ 



das ist der Krümmungshalbmesser eines Kreis- 
bogens und somit die tiefste Einsenkung 8 des 
freien Endpunktes verhältnismässig sehr gross. 



Frage 117. Auf welche Weise vermeidet 
man bei Federn von grossem Biegangs- 
widerstand eine zu grosse Breite an der 
Befestigungsstelle ? 

Figur 106. 



* E 




Erkl. 127. Anstatt das Ende jedes einzelnen 
Blattes der zusammengesetzten Feder bei glei- 
eher Dicke dreieckig zuzuspitzen, kann man 
annähernd auch bei konstanter Breite durch eine 
nach dem Endpunkt hin abnehmende Dicke den- 
selben Zweck erreichen, wie es bei den meisten 
Wagenfedem zu sehen ist. Siehe die Antworten 
auf die folgenden Fragen. 



Antwort. Um bei Federn von grossem 
Biegnngswiderstand eine allzngrosse Breite 
an der Befestigongsstelle zu vermeiden, be- 
nutzt man zusammengesetzte Federwerke. 

Ein solches zusammengesetztes Federwerk 
erhält man, wenn man sich eine Dreiecks- 
feder auf die in Fig. 106 angedeutete Weise 
durch Parallelsehnitte in Streifen von glei- 
cher Breite geteilt, hierauf je zwei mit 
gleichen Ziffern bezeichnete Teile zu einem 
Stück vereinigt und die einzelnen Stücke 
alsdann auf die in Fig. 106 angedeutete 
Weise übereinandergelegt denkt. 

Unter Einwirkung einer am freien Ende 
B angreifenden Kraft P verhält sich die zu- 
sammengesetzte Feder in jeder Beziehung 
genau ebenso, wie die einfache nicht durch- 
schnittene Dreiecksfeder BDE. 

Die Tragfähigkeit ist, entsprechend der 
Formel 2). Seite 138 bei n Streifen von der 
Breite b^^ und der Dicke h 



P = 



~T7i 



Frage 118. Zu welcher Körperform führt 
die zweite (in Antw. auf Frage 114 genannte) 

Bedingung, dass bei einem Körper von glei- Antwort. Setzen wir in der allgemeinen 
eher relativer Festigkeit sich bloss die Höhe Formel in Antw. auf Frage 112: 
a mit dem Abstand x ändern soll, während 1/ = & 

die Breite & = y unveränderlich bleibt? das heisst nehmen wir an, es sei in allen 

rechteckigen Querschnitten des Kör- 
pers die Breite h konstant, so geht diese 
Formel über in 



Ueber die relative oder Biegnngselasticitftt und -FeBtigkeit, 



■ = »V! 



EtU. 128. DieParabel (v. griech. nagaßoXij) 
ist eine kmmme Linie oder Kurve niit der Eigen- 
schaft, dass die Entfernung eines jedeu ihrer 
Punkte von einer festen Ger&den ED, der Leit- 
linie oder Directrix und die Entfernung des- 
selben Punktes von dem festen Brennpunkt C 
einander gleich sind, also z ß.: 

CG = GH, CG, = G^, 

CN = NJ, CM = MK u. 8. w. 

Die gerade Linie, welche durch den Brenn- 
punkt geht nnd auf der Directrix senkrecht 
steht, heisBt die Achse nnd das im Brennpunkt 
zur Achse errichtete Lot MN (Fig. lOS) wird der 
Parameter oder dos Mass der Parabel genannt. 

Um das parabolische Profil (oder die para- 
bolische Seitenansicht zu konstruieren, nehme 
man auf der Achse Tom Scheitel A an in ver- 
schiedenen Abständen (welche mit Bezug auf 
die nebenstehende Gleichung die GrCsse x toi- 
Etellen) eine Reihe tod Punkten wie FL etc. 
aa, errichte in ihnen Lote LO, FG etc, (welche 
mit Bezug auf die nebenstehende Gleichung die 
fUr jedes angenommene x mittels dieser Glei- 
chung berechnete Ordinate z vorstellen) und 
verbinde die erhaltenen Endpunkte der Lote 
durch eine stetige krumme Linie aus freier 
Hand. Li dem Fall, wo man fOr x= -^z oder 
2 = 4x erhält, ist sc = AC der Abstand des 
Brennpunkts C der Parabel von deren Scheitel 
A und Ji ^ NM ^ p der Parameter der Pa- 
rabel; macht man dann AB =: AC und er- 
richtet in B zur Achse AL ein Lot D F, so ist 
letzteres die Directrix der Parabel und man 
kann dann, wenn der Brennpunkt nnd die üirec- 
tris bekannt sind, die Parabel ohne Rechnung 
weiter konstruieren, indem man mit den Abstän- 
den BF, BL, BR etc. aus Punkt C Bogen 
beschreib^ welche die Lote in je zwei Punkten 
wie GG, , 00, etc. schneiden. Diese Schnitt- 
ponkte sind Punkte der verlangten Parabel. 



Bieees Verhältnis zwischen x und z 
ergibt parallel zar KraftrichtuDg ein 
Profil oder eine Seitenansicht in Ge- 
stalt einer Parabel '), während senk- 
recht dazQ die QngrBchnitte alle die- 
, selbe Breite haben, wie es in Fig. 
107 dargestellt ist. Die obige For- 
mel lässt sich nämlich in zweierlei 
Formen konstruieren , je nachdem 
man die den angenommenen x ent- 
sprechend berechneten e ungeteilt 
nur nach einer Seite hin, oder das 
e jedesmal halbiert nach beiden 
Seiten der horizontalen Achse Ä£ 
abträgt. Die nebenstehende zweite Form 
findet z. B. Anwendung bei den Trägern 
an Baikonen, desgleichen haben Balanciers, 
Wagebalken etc. gewöhnlich einen Längen- 
dorcbschnitt , welcher ans zwei Parabeln 
besteht. 

Diese Formen ergeben gegenüber de» 
gleichwertigen prismatischen Körpern eine- 
Materialersparnis von 33%. 



I) Siehe Eikl. lii. 
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Frage 119. Zq welcher Eörperform führt 
die dritte ^in Antw. auf Frage U4 genannte) 
BedinguDg, dass bei einem Körper von glei- 
cher relativer Festigkeit sich y und z gleich- 
zeitig mit X so ändern, dass dieselben stets 
proportioniert zn b und k bleiben? 

Figur 109. 



Antwort. Setzen wir voraaa, dass 
>,:z = b:h 
d. h. nehmen wir an, dass in jedem Quer- 
schnitt dasselbe Verhältnis zwischen den 
Rechtecksseiten besteben soll und setzen 
den sich hieraus ergebenden Wert 
hg 

in die allgemeine Gleichung in Antw. auf 
T'rage 112, so erhalten wir für 



.V- 



und wenn wir, nachdem für einen gegebenen 
Fall der Querschnitt 6 . % an der Befesti- 
gungestelle ans der Belastung F nnd der 
Länge { berechnet ist, für verschiedene An- 
nahmen von X (dasselbe mnss selbstver- 
ständlich immer kleiner sein als l) die zu- 
gehörigen f/ und X nach obigen Gleichungen 
berechnen und konstruieren, so erhalten wir 
die Körperformen der nebenstehenden Figu- 
ren, welche kubiscL-paraboIische Pyramiden 
genannt werden, wobei die kub. Böhenpara- 
bel ganz oder nur zur Hälfte beibehalten ist. 



Frage 120. Nehmen wir weiter an, der 
Balken, der durchweg gleiche relative Festig- 
keit haben soll, habe anstatt eines recht- Antwort. Nehmen wir an, der Balken 
eckigen Querschnitts einen Kreis querschnitt, von durchaus gleicher relativer Festigkeit 
so führt die allgemeine in Antwort auf habe den Kreisqnerschnitt, so ist die 
Frage 112 gegebene Formel zu welcher Haterialspannnng s in dem Querschnitt vom 
Körperform? Halbmesser r an der Befestignngsstelle and 

in einem beliebigen Querschnitt vom Halb- 
Figar 110. messer e nach der Formel 7). Seite 99, in 

welcher wir statt d = 2r einsetzen und 
dieselbe dann auf s reduzieren: 
_ 32Pi 



oder; 



1 



Erkl. 129. In der Praxis werden die spitz r^ q' 
zulaufenden tlieoretiGcheu formen meistens , . . j. i^, ■ , . , , ■ ■ 
durch Käheningsformen ersetzt. Bei der Form ^as ist. die Gleichung einer kabi sehen 
der Fig. 103 wird die Breite am äussersten Ende Parabel, wie ^jg. 110 eine solche dar- 
gleich der halben Breite an der Befestigungs- stellt. Dieselbe wird nach der obigen Glei- 
Btelle, etwa so wie es Fig. 102 zeigt, genommen, chnng konstruiert, indem man fUr das Bie- 



lieber die relative oder BiegimgBelasticität und -Festigkeit. 
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und bei den Formea der Fig. ]0T wird die guDgsmoment P/ die Querschnittsdin 

Höhe am änsaersten Ende gleich der Hälfte neu r an der BefestigUD gast eile ermittelt 

der Höhe an der Befestigungsstelle genommen, „nd für beliebig, laoerhalb AB angenom- 

Bei den Formen der Figuren 109 u. HO wer- ^^^^ ^ ^j^ zugehörigen Radien e, berechnet 

den dagegen die Dimensionen des äussersten , , Formel . 

Querschnitts zu '/j der gleichnamigen Dirnen- ""*=" ^^^ »ormei s 

sionen an der BefestigungsBtelle gemacht, wo- __ ^'\/ ^ 

durch abgestutzte Pyramiden resp. Kegel ent- ^ V ; 

sieben. anftrügt. 



Frage 121. Welche allgemeine Formel 
ergibt sich für die Gestalt eines Körpers 
von gleicher Festigkeit nnd fUr die Trag- 
kraft desselben, wenn der Körper mit einem 
Ende normal zu seiner geometrischen Achse 
in eine feste Wand eingeschlossen und durch 
eine über seine Länge gleichmassig verteilte 
Belastung in Anspruch genommen ist? 

Etkl. 130. Wenn man in der nebenstehenden 
Formel IJ- für y = 6 setzt, also annimmt, 
dase die Breite des Trägers überall die gleiche 
ist, so erbfilt man die üleichuag: 



3t. 



l - 



Für diesen Fall nimmt also der Balken die 
in Fig. 111 dargestellte Form an, welche pa- 
rallel zur Biegungsebene ein Dreieck zeigt. Die 
Materialersparnis beträgt in diesem Fall ^= 50°/o- 

Figur 111. 



Antwort. Um eine allgemeine Formel 
fUr die Gestalt und Tragkraft eines mit 
einem Ende befestigten Körpers von glei- 
cher Festigkeit za erhalten, wenn derselbe 
durch eine aber seine Länge gleichförmig 
verteilte Belastung in Anspruch genommen 
wird, verfahren wir wieder wie in Antw. 
auf Frage 113, indem wir einen Balken von 
rechteckigem Querschnitt annehmen. 
Das BiegDDgsmoment eines solchen beträgt 
nach Antw. auf Frage 90; 

{-vi-' = QS 

folglich ist die Materialspannnng an der 
Befestigungsstelle 

oder da nach Gleichung 15). Seite 82: 



Denken wir uns non im Abstand x vom 
Husseren Ende die Qnerschnittsääche von 
der Breite y nnd der Höhe z, so ist bei 
gleicher Uaterialspannnng 



und da S = S, so ist auch 

oder: 

Wenn dagegen e = A gesetzt wird, die Höhe 'I y7i" ~ 'i^ 

also eine unveränderliche Grösse sein soll, so 

ist die veränderliche Breite zu berechnen aus und für die Tragfähigkeit erhält man, wenn 

der Gleichung pl ^ V ist: 

r, _ H'S 



2). 



oder: 
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4). 



P 



welcbe zeigt, dass in letzterem Fall die Be- 
grenzung der OmndriBBform durch zwei Pa- 
rabelu gebildet wird, dereu Scheitelpunkte mit 
dem freien Endpunkt zusammenfalleD und deren 
gemeinschaftliche Achse rechtwinklig zur Achse 
des Balkena gerichtet ist (Fig. 112). 



Frage 122. Welche Körperform mnss 

man einem an beiden Enden nnterstutzten Antwort. Soll ein an beiden Enden nn- 

Träger geben , wenn derselbe in der Mitte terstutzter nnd in der Mitte mit P belaste- 

mit P belastet, überall gleiche Festigkeit ter Träger überall gleiche Biegnngsfestig- 

besitzen soll? keit besitzen, so muss jede Hälfte desselben 

genau die Dimensionen erhalten wie ein 

an einem Ende eingeklemmter, am freien 

Ende belasteter Träger. 

Die Belastung ist dann Vi P, die Länge 
Vjf. 



Frage 123, Welche Körperform erhält 
man, wenn ein an beiden Enden unter- 
stützter Träger, über den sich die Einzel- 
last P bewegt, überall gleiche Biegnogs- 
festigkeit haben soll? 

Figur 118. 




Antwort. Bei der in Fig. 113 darge- 
stellten Art der Belastung nimmt bei jeder 
Lage des Gewichts F das Biegungsmoment 
stets an der Betastnngsstelle den grössten 
Wert an und ist nach Antw. anf Frage 92: 

oder mit Bezug auf Fig. 113 Ist !n Punkt C 

das Moment 

und ist dann vorhanden, wenn P in C an- 
gekommen ist. 

Nach Antw. anf Frage 93 ist das gröESte 
Moment in der Mitte m der Trägerlänge: 



Erkl, 151. Wenn ein Träger von gleicher 
OberflächenspannuDg an beiden Euden aufliegen 
und in der Mitte belastet werden soll, so kann 
man ihm nach Antw. a. Frage 122 mit Bezug auf 
die in Antw. a. Frage 118 entwickelte Gleicbui^ 
die Gestalt von zweien gleichen Parabeln geben, 
die in der Mitte an den Stellen ihrer grössten 
Querschnitte zusammenhängen, und deren Schei- 
telpunkte an den Enden des Trägers liegen, konstant sein, 



woraus nach angenommener Breite h die 
Höhe h zn berechnen ist. 
Bei C sowohl als in der Mitte soll nun 
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PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliclies zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigren Preise Ton 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Anf gaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik^ 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brlleken- nnd Hoehbanes, des konstraktiyen Zeichnens etc. etc. und zwar in rollständi^ 
gelöster Form, mit yielen Figaren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Beriehtignngen und erläuternde Erklärungen über das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen L nnd IL Ord., gleich- 
berechtigten höheren Bttrgersehnlen, Privatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
grymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Ei^jälirig-Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt fOr Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrQfbngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die ttberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine Icräftige Sttttzc für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — mm Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Begeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikem und Fachgenossen aller Art, Miljtftrs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anflhrischnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUcn BemÜs- 
Bweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwcrtungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerlagshandlung. 
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Auch in diesem Fall ist dann der Widerstand 
gegen Biegung in allen Querschnitten gleich 
gross. Das Widerstandsvermögen im Vergleich 
zu einseitig befestigten Trägem von gleicher 
Länge und gleichem grössten Querschnitt ist 
vervierfacht. 

Solche Träger, welche ähnlich wie die Wage- 
balken in der Mitte gestützt und an beiden 
Enden gleich belastet sind, pflegt man in der- 
selben Weise zu gestalten, um denselben. bei 
möglichst geringem Gewicht eine genügende 
Festigkeit zu erteilen.« 



Da nun nach Gleichung 15). Seite 82 
für rechteckigen Querschnitt 

Q = |&Ä^ 

so ist, wenn man die veränderliche Höhe 
mit z und die vorläufig veränderlich ange- 
nommene Breite mit y bezeichnet: 



und 



Figur 114. 



q; 



M 



l 
VI 



yz* 



hh^ 




Da die inneren Teile eines Trägers zu seiner 
relativen Festigkeit verhältnismässig viel weniger 
beitragen als die äusseren Kohäsionsbänder, so 
kann ohne erhebliche Beeinträchtigung des Wi- 
derstandsvermögens ein Teil aus der Mitte eines 
parabolisch gestalteten Trägers entfernt werden. 
Sein Gewicht wird dadurch weit mehr verrin- 
gert als seine relative Festigkeit. Es ist daher 
vorteilhaft bei gegebenem Gewicht des Trägers 
einen möglichst grossen Teil dieser Masse nach 
den äusseren Kohäsionsbändern zu versetzen. 
Die Fig. 114 zeigt zwei Balken, die an den 
Enden zusammengeschraubt und in der Mitte 
ausgebogen worden sind, um dadurch ihren 
Widerstand gegen Biegung in der angedeuteten 
Weise zu vergrössern. 



Figur 115. 



Da der Scheitelpunkt der Begrenzungs- 
karve in die Mitte fallen muss, so ist es 
zweckmässig, den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems von A in die Mitte m 
zwischen die Stützpunkte zu verlegen, da- 
durch, dass nian für die Abscissen x den 

Ausdruck (jl — Xi^ setzt. 
Es wird dann 

M, _ ^ (i^ + ^i)(y^-^i) _6 



Qi 

oder: 



= P 



M, 






Ql 



lyz' 



M 



/ 



und diesen Wert dem oben für -^ ange- 
gebenen Wert gleichgesetzt: 



'(■;;itll;ilr,' 



T-l 



K 



, 1 1 Hl 1 [ II l!lll!ll!l!lllll!IIIIlllliXlllllilllli:;l;li;:ti-ri.; 1- : r^'HHiiMiiiiiiiiiiiiiii ,;• 


L. . . .r. . . .j 


1 ' m 


• 


*- 1 ' ~ ] K 


' ** • - • * ' ' 


ik- f -hI 




• f ^ . J Ij 


- - z > 


]", - pii 




V 



oder: 



oder: 



lyz'^ 
\P—xi 



= 6P 



4&Ä2 



45Ä2 



yz^ _ V^ — ^Xy'^ 
TP" ~ 2* 

woraus bei unveränderlicher Breite 

y = h 



1- = l- 



Xi 



oder: 
1). . 



(k^y 



z 



^-j-Y-^-x, 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



Erkl. 132. Setzt man in der' nebenstehenden 
Formel P = pZ, d. h. bedeutet P die über die 
Länge l gleichförmig verteilte Gesamtlast, und 
p die auf die Längeneinheit von l kommende 
Belastung, so hat dieselbe Formel auch Giltig- 
keit für einen an beiden Enden aufliegenden, 
gleichmässig belasteten Träger. 



Die Begrenzangskurve des Trägers wird 
darnach eine halb elliptisch begrenzte Ebene 
(s. Fig. 115). 

Die grösste Höhe h der Seitenansicht in 
der Mitte berechnet sich ans der Formel 
für die in allen Punkten konstante Trag- 
kraft und diese selbst ist 



2).. 



bh^S 






(denn QS = ^PZ und Q = -i-fcÄ«) 



f). Bestimmnng der Torteilhaftesten Querschnittsdimensionen eines 

Tragbalkens b^i rechteckigem Querschnitt. 

Frage 124. Welche Yeränderong geht 
mit der Festigkeit eines runden Banm- Antwort. Wenn aus einem runden Baum- 
stammes vor , ans dem ein vierkantiger stamm ein viereckiger gehauen wird, so ver- 
Balken gehauen wird? liert durch das Behauen der Stamm an sei- 
ner Festigkeit. 



Frage 125. Wie erhält man aus einem 
runden Stamm denjenigen viereckigen Bai- Anwort. Soll aus einem runden Baum 
ken, welcher die grösste relative Befesti- der stärkste vierkantige Balken gehauen 
gung besitzt? werden, so ergibt sich aus dem bisherigen, 

dass dies keineswegs jener vom grössten, 
d. i. quadratischen Querschnitt, sondern von 
jenem rechteckigen Querschnitt bh ist, für 
welchen bh^, wenn man b und h als ver- 
änderlich ansieht, ein Maximum ist oder 
den grösstmöglichen Wert erlangt. 



Frage 126. Theoretische und praktische 
Untersuchungen haben ergeben, dass welches Antwort. Theoretische und praktische 
Verhältnis zwischen Höhe und Breite des Untersuchungen haben dargethan, dass das 
rechteckigen Querschnitts das günstigste ist? Produkt bh^ seinen grössten Wert erlangt, 

wenn sich verhält 

b:h = l: Y2~ 

oder: b:h = 1 : 1,4142 

oder, annäherungsweise, wenn sich verhält 

b:h = 6:7 

vorausgesetzt , dass man den Balken dann 
hochkantig stellt, d. h. h zur senkrechten 
Höhe und b zur horizontalen Breite nimmt. 



Frage 127. Durch welche einfache Kon- 
struktion erhält man dieses vorteilhafteste Antwort. Dieses vorteilhafteste Verhäl- 
Verhältnis von b : h? nis von b : h erhält man durch folgende ein- 

fache Konstruktion: 
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Figur 116. 




Man teile den Dnrchmesser AB des Baum- 
stammes (s. Fig. 116) in drei gleiche Teile, 
errichte^ in den_Teilpunkten C und D die 
Lote CE und DF und verbinde die Punkte 
A, E, B und F des Ereisumfangs, so ist 
A E B F der verlangte rechteckige Quer- 
sjßhnitt und AE = BF = 5 und AF = 
EB = Ä^denn es ist, wenn man den Durch- 
messer AB = t? setzt, nach einem geometri- 
schen Satz (s. Erkl. 133) : 



oder; 



AC: AE = AE: AB 
—-d :h = b : d 



folglich: 

Ebenso hat man: 



6. = -i-d' 



ErkL 133. Ein Lehrsatz aus der Geometrie 

lautet : 

„Wenn man in einem rechtwinkligen Drei- 
eck aus der Spitze des rechten Winkels 
das Perpendikel auf die Hypotenuse fällt, 
so entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke, 
von denen jedes dem ganzen und eins dem 
dem andern ähnlich ist^ 

und es verhält sich: 

FC:EC:AE = EC : BC : BE = AE: 51 :ÄB 



SrkL 134. Bei dem in Fig. 116 dargestellten 
Querschnitt und der hochkantigen Lage ist der 
Balken gegen jenen, dessen Querschnitt ein in 

den Ereis AB einbeschriebenes Quadrat bildet, 
im Verhältnis von 2,88 : 3,1 stärker. 



d. i.: 



folglich 



AD : AF = AF : AB 

2 
-—d:h = h : d 



Ä» = ^d» 



Hieraus ergibt sich: 



oder: 
und daher: 



o o 

5' : Ä« = 1:2 



/fti : Yh^ = Yl : Y2 

oder: b :h = 1: 1,4142 

oder annäherungsweise 

b:h = 5:7 



Frage 128. Wie kann man sich (ohne 
Anwendung höherer Mathematik) davon 
überzeugen, dass der auf die vorgenannte 
Weise erhaltene Balken die grösste relative 
Festigkeit hat? 

Figur 117. 




Antwort. Dass der auf die genannte 
Weise erhaltene Balken in der That die 
grösste relative Festigkeit hat, ergibt sich 
durch folgende einfache Untersuchung: 

Man zeichne in grossem Massstab für 
irgend einen Umfang des Baumstammes, 
Fig. 117, den nach dem genannten Verhält- 
nis gebildeten Querschnitt AEBF. Sodann 
nehme man für Breite und Höhe des Quer- 
schnitts andere Verhältnisse an, so dass 
einmal die Breite etwas grösser ist als obige 
Breite AE, das andere Mal aber kleiner. 
Auf diese Weise erhält man z. B. die zwei 
Querschnitte AGBH und AJBL. 

Misst man die Breiten AE, AG ÄJ und 
die Höhen EB, GB, JB, und bildet damit 
jedesmal das Produkt bh^, mit dem be- 
kanntlich die Festigkeit zu- oder abnimmt, 
so ergibt sich , dass das Produkt aus 
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KiU. 135. Mm «ieht auch, au! wenn man JJ; . Sb' grüBser i.t al« jedes Produkt, da« 
mit der Kon.trg,t.on neuer «uemhn.ll. fort „„ ,„ j,, „j„„ Qner.chnitte ASBH 
flüirt, die Tragfähigkeit abnimmt, bis der Quer- „„j » tdf ~ ,. „ „ iTxu 
schnitt ein Qiadial mrd. Die Tragfahilkeit "'' ■*-'^'' °- "• "• "'*"■ 
wftcliBt alBcUmi, bis man anderBeita wieder den 
meisttrageDden Querschnitt erhält, nimmt als- 
dann wieder ab nnd wird zn Null, wenn der 
Pankt E oder G mit B zusammenfällt 

Fragt man nacli dem nötigen BnrchmeHser 
des mnden Stammes fttr die verlangten Holz- 
atärken b nnd h des rechteckigen Balkens, so 
ergibt eine einfache Bechnnog, dass derselbe 
nahe = 0,7 der Snmme b + h der Holzstirken 
sein mnss. 



g). Träger Ton Sehmiedeeisen und Gnsseisen. 

Frage 129. Wovon ist die Tragfähig- Antwort. Es wnrde schon nielirfach er- 
keit eines Trägers abhängig und inwiefern wähnt, dass die Tragfähigkeit eines Trägers 
wird das erwähnte Gesetz berücksichtigt? nach Gleichung 11). Seite 79: 

M = PJ = QS 
abhängig ist von der Grösse der zalfissigen 
Beansprochnng S. 



Frage 130. Da nach Tabelle Seite 32 Antwort. Da bei Schmiedeeisen 8 für 
der Sicberheitskoeffizient S bei Schmiede- Zng nnd Druck den gleichen Wert hat, 
eisen für Zng nnd Drnck denselben Wert so werden für auf Biegung beanspruchte 
hat (nämlich 900 kg pro Qcm Querschnitt), schmiedeeiserne Träger diejenigen Quer- 
BO folgt darans, dass welcher Querschnitt schnitte oder Profile die vorteilhaftesten sein, 
fttr schmiedeeiserne Träger am vorteilhaf- bei denen zu beiden Seiten der neutralen 
testen ist? Achse die maximalen, d. h. grössten Span- 

nungen den vollen Wert für S gleichzeitig 
erreichen können, die also nur ein Wider- 
standsmoment haben oder deren neutrale 
A(dise den Querschnitt symmetrisch teilt. 



Frage 131. Welches Widerstandsmoment 
ist bei nnsymmetrischen Querschnitten zur Antwort. Ist der Querschnitt nicht sym- 
Berechnung der Tragfähigkeit zu wählen? metrisch, wie z. B. Fig. 118 u. 119, so hat 
man zur Berechnung der Tragfähigkeit das 
Figur 118. Fignr 119. kleinere Widerstandsmoment 
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frage 132. Wie verhält sich die Druck- 
festigkeit des Gagseisens za seiner Zng- 
festigkeit_ und was folgt daraus fflr gnss- 
eiseme Tr&ger mit syrametrisctien Qner* 
schnitten ? 

Figur 120. 



Antwort. Die Festigkeit des Gusseisens 
ist nach Tabelle Seite 32 dreimal so gross 
gegen Druck (900 kg pro Q cm) als gegen 
Zug (300 kg pro Oc™); es werden dem- 
nach symmetrische Profile oder Querschnitte 
wie Fig. 120 mit gleich grossen Widerstands- 
momenten nicht vorteilhaft und mit Hate- 
rialverschwendong an der auf Druck bean- 
spnichteu Seite verbunden sein. 



Frage 133. Wie müssen sich somit für 
volle zulässige Beanspruchung auf jeder 
Seite der neutralen Achse die Abstände der 
änssersten Schichten verhalten und wie nennt 
man solche Profile? 

Figur 121. 



Antwort. Für volle zulässige Beanspru- 
chung anf jeder Seite der neutralen Achse 
mttssen sich die Abstände der änssersten 
Schichten von der neutralen Achse Y, : Y, 
verhalten wie 

1 : 3 = S. : S, 

Man nennt solche Profile: Querschnitte 
gleicher Festigkeit, und dieselben ha- 
ben meist die in Fig. 121 dargestellte Form. 



Antwort. Gleicher Festigkeit auf beiden 
enUprechend, der kleinere Abstand Y, und gelten der neutralen Achse entsprechend 
die grössere Querrippe oder der grössere musg 

Flansch liegen? q^S, = QaSj . 

oder: 



UiO 
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XrkL 196« ht\ der Hereehnnu^r vier Trag- 
fA)uvtK<»it eint'» ^esebeneu Profils ist das 
kleiut>\^' der Wi^lo« Produkte Q^S^ oder Q.S» 
iu UtH'hmuiiE tu »ieheu« 



und fol^ch: 






Y, 



sein. Ist Y, der grossere Abstand, so ist 
S. die grössere zulässige Beansprachnng. 
Ans obigen Gleielmgen nnd mit Rftcksicht 
aof die Bedestmg des Trägheitsmoments 
geht dann ohne weiteres herror, dass der 
kleinere Abstand Y^ (oder wie in Fig. 121 
X.) nnd der Flanseit resp. der grössere 
Flansch die grCxssere Qaerrippe) anf der 
isezo^nen Seite liefen nässen. 



•L* s *t«t| > irr I la «cwa. 
> ir *:<; r^ i!*f i toxi ü.^ Tjm&üitsiiiiei« jitiioie 



$\'^:?.i::i^ <\-ex-i?er FtKcyrk^i: ijl: ück w\?i- Antwort. r>w B^rechnan^ der Qner- 
ci^^r l^<f^r.^ttJi^ im «5ci«;i«ia* sckii^e ^ittciier Fescz^keit hat nach der 

B<\üz^«t;f n gesckehm. dass die neutrale 
Irtüt li^T ^l,•:T -woifflsSÄfi^siatar Aicv:rt i« Acifc» ü« HOflw ies ijoersehnitts im Yer- 

tTvVi j^^^> ,t ik«r o t*.ca xstf II . : H:i:rrT?k ief zoLLsse^c^hi B^assprvchmg teilt. 

* »• ^ •^/', ^ *, j t Nrnai: aocu iäeses Yeraältnis nai^ Antw. 

^ ^ . — i— '% -^ ^^^^*^ --^^ ^ ^^ *^ö*^ 1-"^ *»» so 

s^ %n.-*. »oi y-ÄT» ir ^ i*ff Aiscaasi Lsc msiccralen Achse Ton 

iier iaaserfn ILsa:^ ies FTansdhes oder der 
^oserrirg« r^sfi iss zrisserem Flansches) 

^»1*1 3oaÄSi»r»tj ^!iit\«i2!iiiuti>i la mu ir*icsr iitR« ^^ » •* w^ait i üsj **»Jöff IßS 
vs- vi« , i^'t»!Uuu:n*. v»H !i»» litt dTT^^Lj.af 3t!^ 

* u' z'-iitfi v^isuniiai Fiil 3«^. imw acur 
c^iU as> »tr rtr»' -i.iiiir 

•^« ^ tT' 'i ^ ST-, e sa«_ii ..öa naa > Tir 






F^-tim :a^. V ^ ic n r: ii^tsr dr Tr 



< •- 



:.i??;\Ä-i 5v^i*n<*m ^ Jü^ iTMT icoB» Flan- 



.»•. »• 






^•r-*-^ *.;.;iv ir-r^^t Bau Mr. nar meist 
^ .^ ^^s ^ ^ -^^ r'rwdk und 



• *»• ••% 
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h). Bestimmung des Elasticitätsmodnlns resp. der Grösse S durch 

Biegung Ton Stäben. 



Frage 137. Die in den vorhergehenden 
Abschnitten entwickelten Formeln sind streng 
genommen nnr wie lange anwendbar? 



Antwort. Die in den vorhergehenden 
Abschnitten entwickelten Formeln sind auf 
bestimmte Fälle streng genommen nur so- 
lange anwendbar, als die betreffenden Kör- 
per eine vollkommene Elasticität besitzen; 
aber auch dann verlangen sie noch, dass 
der durch äusseren Druck gebogene Stab 
nur eine geringe Formveränderung erfahre, 
denn das neutrale Band soll durch den 
Schwerpunkt des Stabes gehen und die 
Länge des letzteren soll von dem Hebel- 
arm der Kraft nicht merklich abweichen. 



Frage 138. Auf welche Weise kann man 
nur erfahren, inwieweit die vorgenannten 
Bedingungen eingehalten werden müssen? 



Antwort. Inwieweit die vorgenannten Be- 
dingungen eingehalten werden müssen, in- 
wieweit Abweichungen von denselben im 
allgemeinen oder in einzelnen Fällen ohne 
Störungen auf die gesetzlich erwarteten 
Resultate bleiben, darüber kann nur die 
experimentelle Prüfung entscheiden. 



Frage 139. Warum hat man eine über- 
aus grosse Menge von Versuchen zur Be- Antwort. Da das relative Tragungs- 
stimmung des Elasticitätsmodulus, resp. zur vermögen der verschiedenen Baustoffe, ins- 
Bestimmung des Sicherheitskoeffizienten S besondere dasjenige des Holzes und des 
ausgeführt? Eisens sehr oft zu Kate gezogen werden 

muss, so liegen über diesen Gegenstand 
zahlreiche experimentelle Untersuchungen 
vor. 



Frage 140. Bei vielen der ausgeführten 
Experimente suchte man nur welche Frage 
zu beantworten? 



Antwort. Bei vielen der ausgeführten 
Versuche hatte man sich nur die Frage 
gestellt, welche Kraft erforderlich sei, um 
einen Stab von parallelepipedischer Form 
oder einen in dieser Weise behauenen Bal- 
ken zu brechen. 



Frage 141. Worin stimmen die zu dem 
vorgenannten Zweck angewendeten Methoden 
überein? 



Antwort. Die zu genanntem Zweck an- 
gewandten Methoden stimmen darin über- 
ein, dass der zu untersuchende Stab oder 
Balken in wagerechter Lage an einem Ende 
eingeklemmt oder eingemauert und am an- 
deren Ende durch Gewichte belastet wurde 
oder dass derselbe an beiden Enden auf 
zwei, um die Länge l von einander ent- 
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fernten Stützen frei aufliegend in der Mitte 
belastet und in jedem Fall die durch das 
Gewicht hervorgebrachte Biegung beobachtet 
wurde. 



Frage 142. Wovon ist in beiden der vor- 
genannten Fälle der Widerstand gegen das Antwort. In beiden der vorgenannten 
Zerbrechen abhängig? Fälle ist der Widerstand gegen das Zer- 
brechen aus den schon früher angegebenen 
Erkl. 138. Nach den früher erörterten For- Gründen direkt der Breite und dem Qaa- 
meln ist für den an einem Ende befestigten ^^at der Höhe, aber umgekehrt der Länge 
und am anderen Ende belasteten Stab proportional und ist überdies abhängig von 

P — J_ . ^^^^ der besonderen Beschaffenheit des Stoffes, 

^ ^ d. h. von der durch Erfahrung festgestellten 

sowie für den an beiden Enden befestigten und Grösse, 
in der Mitte belasteten Stab 

^ 4 hh^S 



Frage 143. Warum ist es nicht zulässig, 
die von der Beschaffenheit des Materials 

abhängige Spannung S aus der Kenntnis Antwort. Die von der Beschaffenheit des 

des Elasticitätsmodulus E theoretisch ab- Materials abhängige Erfahrungskonstante S 

zuleiten? würde sich aus dem bekannten Elasticitäts- 

Erkl. 139. Unter den sehr zahlreichen Ver- modulus theoretisch ableiten lassen bei einem 

suchen über die Biegung der im Bau- und Ma- Stab , der bis zum Augenblick des Bruchs, 

schinenwesen gebräuchlichen Stoffe, die haupt- im Sinn der Dehnung sowohl wie der 

sächlich, ja fast ausschliesslich zu dem Zweck Zusammendrückung , vollkommen elastisch 

ausgeführt wurden, gute Erfahrungsgrundlagen bliebe und bei welchem bis zu dieser Grenze 

für die Praxis zu gewinnen, zeichnen sich die der Widerstand gegen Zusammendrückung 

von Eytelwein über die verschieden^ Werk- ^j^^ g^gen Dehnung gleich wäre. Beide 

ÄiseTd^urJir Zs^o^STr^tlS!^^ J«.^-/-«- ^-^^ ^'^^^ wahrscheinlü^h 

in der Ausführung sowie die Ausführlichkeit ^^^ keinem Korper bis zur Grenze des 

aus, mit welcher die wesentlichen Einzelnheiten Bruchs zu. 

der Versuche mitgeteilt sind. Man ist dadurch Insbesondere findet man , dass Holz und 

in den Stand gesetzt, den Grad der Zuverlässig- Schmiedeeisen lange schon vor dem Bruche 

keit der meisten ihrer Beobachtungen noch jetzt eine bleibende Biegung annehmen , sowie 

zu prüfen, und theoretische Konstanten, deren auch, dass bei den stärkeren Biegungen 

sie für ihre Zwecke selbst nicht bedurften oder ^^ Zusammendrückung im Vergleich zur 

sonst aus Gründen unbeachtet hessen, noch jetzt Dehnung zurückbleibt. Infolge davon rückt 

aus ihren Angaben abzuleiten. , ?it»j ii.r «j 

Der Apparat, dessen sich Gerstner bediente, ^^^ neutrale Band, welches anfangs m der 
ist im wesentlichen der in Antw. auf Frage 145 J^i^te des Stabes liegt, allmählich nach der 
beschriebene. Doch bestimmte er die Pfeilhöhe zusammengedrückten Seite desselben und 
mittels eines Fühlhebels, dessen kürzerer Arm fällt im Augenblicke des Bruchs mit der 
von dem sich senkenden Stab niedergedrückt konkaven Aussenfläche zusammen. Die Be- 
wurde, während der längere an einem Mass- Stimmung des Wertes S erfordert daher für 
Stab hingUtt und dadurch die eingetretene Aen- jedes Material eine besondere Untersuchung, 
derung m starker Vergrösserung dem Auge 
darbot. 



Frage 144 Welcher Methode bediente 
sich Beaufoy, um die Tragkraft verschiede- Antwort. Es wurde das eine Ende des 
ner Holzarten zu messen? zu prüfenden prismatischen Körpers aa in 

einen starken Balken AA fest eingekeilt, 
trug am anderen Ende ein eigens vorge- 
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ricbtetes, auf dasselbe geschobene Bogen- 
stück bb, damit die Richtung des herab- 
ziehenden Seiles cde stets zu der Längen- 
acbae desselben normal sei; an dieses Seil 
wurde eine Wagschale F befestigt, und 
durch ein Gegengewicht p über eine wenig 
Reibung verursachende Bolle gezogen, ba- 
lanciert, nad wenn dann die Wagschale 
mit Gewichten beschwert war, so gab ein 
Zeiger r, an einer herabgebenden Stange s 
befestigt, die Biegung in Graden an, und 
die Summe der bis zum Zerbrechen aufge- 
legten Gewichte in Pfunden die absolnte 
Tragkraft oder das Maximum der relativen 
Festigkeit des untersuchten Körpers. Hier- 
mit lässt sieb dann anch diejenige Last 
finden, durch welche der Körper beschwert 
werden kann, ohne dass seine Form blei- 
bend verändert wird, oder nach deren Weg- 
nahme er seine vorige Gestalt wieder an- 
nimmt, and welche m^n als das Maximum 
ansehen kann, womit er in der Anwendung 
beschwert werden darf. 



EiU. 140. Beaufoy fand vermittelst des in 
Fig. 122 dargestellten Apparats, dass verschie- 
dene Stücke der nämlichen Holzart sehr un- 
gleiche, zuweilen bis auf das Doppelte steigende 
Tragkraft zeigten, dagegen waren die Krüm- 
mungen derselben so lange sehr regelmftssig, 
als sie nicht über die Hälfte des Maximums 
ihrer relativen Festigkeit belastet wnrden. Die 
Yersuchc wurden nur mit den zum Schiffsbau 
brauchbaren Holzarten angestellt, haben indes 
aucb einige allgemeine Resultate ergeben. Als 
das stärkste Holz zeigte sich das der Fechtanne 
(pitch-pine) und zunächst nach dieser das der 
englischen Eiche mit geraden Fibern. Gleich 
lange Parallelepipeda von ungleichen Dimen- 
sionen zeigten eine nach etwas mehr als dem 
Kuhns der Seiten des Querschnitts zunehmende 
Tragkraft; wurden sie aber in mehrere ähn- 
liche Parallelepipeda zerschnitten, so nahm ihre 
Tragkraft ab wie die Quadratwurzeln der Zahl 
der Stucke, in welche sie zerschnitten waren. 



Frage 145. Welcher Apparat eignet sich 

sowohl znr Untersuchung von Stäben, welche Antwort. Der in Fig. 123 abgebildete 

nor mit einem Ende befestigt und am an- Apparat ist gleich dienlich zur einen wie 

deren belastet, als auch zur Untersuchung znr anderen Verfahmngsweise. Die oberen 

von Stäben, welche an beiden Enden he- Querstucke desselben sind aus starkem Holz 



festigt und in der Mitte belastet sind? 



verfertigt, ihre OherÖäcben parallel laufend, 
genau horizontal gerichtet und oben abge- 
schliffen. Der senkrechte Abstand ihrer 
scharfen Kanten beträgt genan 500 Milli- 
meter. Auf beiden Qaerstücken sind eiserne 
Vorrichtungen zum Einklemmen der Stäbe 
angebracht. 
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Der Stab, dessen Yerbalten nntersncht 
Brkl. 141. Die in nebenstehend beschriebe- werden soll, wird so eingeklemmt oder auf- 
ner Weise angesieUten Versuche führten zu gelegt, dass seine Längen ricbtnng die Kan- 
dem Resultat, dass innerhalb gewisser Grenzen ten der Qnerstücke rechtwinklig dnrch- 
die Senkungen eines gebogenen Stahlstabea den schneidet, um demselben genügende Bieg- 
Belastungen oder auch die Zunahmen der Senkun- gamkeit za verleihen, gibt man ihm nur 
gen den Zunahmen der Belastungen proportional geringe Höhe. Zur Anfnahme der Belastung 
smd, ganz so w.e es die Gleichung 1). Seite 115: ^jent eine Wageschale, die an einen leich- 
p — ^EsT^ ten , verschiebbaren Bügel gehängt wird, 
l' dessen innere Fische, da wo sie auf dem 
oder wenn wir ans Gleichung 14). Seite 82 für Stabe rnht, massig abgerundet ist, so dass 
T = —bh^ einsetzen: die Angriffsstelle der Belastung von der Mitte 
'^ ^ EfcÄ's ^^^ Bügelbreite rechnet. Auf der vorderen 

^ ~ T P~~ Seite des Bügels ist ein Fleckchen weisses 

Iworin . die Senkung bedeutet) Papier angeheftet. Auf demselben dnrch- 
verlangt. kreuzen sich zwei fein aufgetragene schwarze 
Man sollte meinen, dass aus der für eine Linien, gegen welche die Axe des Fern- 
gewisse Länge eines Stabes gefundenen Sen- rohrs eines Eathetometers gerichtet, und 
kung diejenige für beliebige andere Länge bei jeder Abmessnng so eingestellt wird, 
und Belastung desselben Stabes sich müsse ab- dasa der Durch schnittspnnkt des Faden- ' 
leiten lassen, denn aus der vorstehenden Glei- kreuzes im Fernrohr mit dem Durch-' 
chung folgt: Schnittspunkt der beiden schwarzen Linien 
PP:P,7,^ = s:s, zusammenfallt. Ana dem geänderten Stand 
Ist demnach der Pfeil der Biegung g,, wel- des letzteren, der auf dem Massstab des 
eher der Länge Z, und dem Gewicht P, ange- Eathetometers unmittelbar abgelesen wer- 
hört, bekannt, so sollte sich nach den theore- den kann, erfährt man die Senkung oder 
tischen Vorstellungen, welche der Gleichung die Pfeilhöhe des gebogenen Stabs. 
zu Grunde liegen, finden: 



Figur 123. 



* ~ i,Jp| ■''' 

Die wirklichen Senkungen sind aber bedeu- 
tend grösEer als die berechneten, und zwar neh- 
men die Abweichungen verhältnismässig zu, wenn 
man den gebogenen Teil des Stabes verkürzt. 

Diese Unterschiede beruhen nicht auf irrigen 
theoretischen Voraussetzungen, sondern auf der 
Schwierigkeit, denjenigen Teil der Stablänge, 
welcher auf die Biegung Einflnss hat, genau 
zu messen. Der hieraus hervorgehende Fehler 
in der richtigen Beurteilung der Biegung elasti- 
scher Stäbe verschwindet, wenn dieselben eine 
sehr grosse Länge besitzen, so dass diejenige 
des eingeklemmten Teils nur noch einen klei- 
nen Abschnitt der ganzen Länge betragen. Der 
eingeklemmte Teil des Stabes ist nämlich nicht 

teilnahmlos an der die Biegung bedingenden Eytelwein wandte, um die einer Belastung 
Dehnung und Zusammendrückung. Beide drin- p entsprechende Durchbiegung zu finden, 
gen vielmehr zwischen den Backen der Klemme, „j„„„ □„_■ „„.„n: j ". °. . , ' 

tenn auch unter vergrössertem Widerstand, in fj?«"^ Ho ruontiü faden , sow e eine in der 
das Innere ein und bewirken dadurch ganz das- ^itte auf dem Balken aufsitzende Skala an 
selbe, als wenn der aus der Klemme hervortre- (s- Fig. 123). 
tende Schienenteil eine grössere Länge hätte. 

Aehnliche Schwierigkeiten treten hervor, wenn 
ein Stab an beiden Seiten in den Apparat Fig. 
123 eingeklemmt wird. Da also die Ffeilböhe 
der Belastung nicht genau proportional bleibt, 
so gelten alle theoretischen Folgerungen, welche 
man aus den früher gegebenen Formeln für die 
Pfeilhöhe s zieht, nur zwischen engen Grenzen 
der Formveränderungen, 
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Erkl. 142. In ähnlicher Weise wie das Eisen 
in seiner Beschaffenheit als Stahl, Schmiede- 
eisen und Gusseisen, sind noch mehrere andere 
Körper auf ihre Biegungselasticität untersucht 
und die gewonnenen Resultate zugleich mit denen 
des Eisens in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt worden. Die Temperatur während der 
Beobachtungszeit war die des Zimmers zwischen 

bis 16<>C. Die berechneten Elasticitätskoef- 
ficienten beziehen sich stets auf geringe Bie- 
gungen. Letztere sind nur der besseren Ueber- 
sicht willen in der Tabelle auf den Druck von 

1 Kilo reduziert. Die Stäbe hatten parallel- 
epipedische Form. Ihre Länge zwischen den 
Unterlagen, Breite, Höhe, sowie die Senkung 
für 1 Kilo Belastung in der Mitte sind in den 
Spalten /, h, h und s angegeben. Alle Längen- 
masse sind Millimeter. 



Bezeichnung der Stäbe. 



l 


b 


h 


500 


8,52 


1 
2,40 


500 


10,30 


2,66 


510 


11,00 


4,40 


510 


10,51 


4,00 


500 


9,90 


2,60 


500 


9,70 


2,50 


500 


9,90 


3,60 


500 


10,10 


3,74 


500 


7,50 


3,00 


500 


9,50 


2,65 


500 


10,05 


4,55 


500 


10,05 


4,79 


500 


9,90 


4,89 



E 



Gussstahl 

Schmiedeeisen 

Gusseisen, Oberfläche rauh . . 
Oberfläche geschliffen 

Kupfer 

Messing 

Zink 

Blei 

Fensterglas 

Spiegelglas, gewöhnliches . . . 

Eichenholz 

Buchenholz 

Tannenholz 



12,64 

8,15 

2,81 

3,58 

14,45 

19,80 

6,00 

28,00 

20,60 

26,80 

44,00 

29,50 

16,00 



20 966 
19 780 

12 595 

13 772 
12 719 
10168 
11276 

2112 
7 491 
6 600 
835 
959 
1699 



Frage 146. An welchem Uebelstand lei- 
det die Bestimmung des Elasticitätsmodulas 
mit Hilfe des vorerwähnten Apparats? 



Antwort. Wenn man bei Benutzung des 
in Fig. 123 dargestellten Apparats sicher 
innerhalb der Grenzen vollkommener Elasti- 
cität bleiben will, so hat man im allgemei- 
nen sehr kleine Senkungen zu messen, so 
dass die hierbei unvermeidlichen Fehler 
manchmal nicht unerheblich das Resultat 
beeinflussen. Dazu kommt noch, dass jede 
mit der Belastung, des Stabes eintretende 
Senkung der beiden als Auflagen dienenden 
Schneiden an dem Kathetometer als Durch- 
biegung gemessen wird, und die letztere 
somit fast immer grösser erscheint, als sie 
wirklich ist. 
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Frage 147. Bei welcher Methode und auf 
welche Weise hat man diese Uebelstände 
möglichst za vermeiden gesucht? 

Erkl. 143. Eine Yereinfachimg der neben 
beschriebenen Methode bietet ein von Arthur 
König in Berlin benutztes Verfahren. 

In der Fig. 124 bezeichnet AB den zu unter- 
suchenden Stab Yon rechteckigem Querschnitt. 
Derselbe ruht auf den beiden Stahlschneiden 8^ 
und 82, welche auf dem festen. gusseisernen Ge- 
stell C C C angebracht sind. An den Enden des 
Stabes tragen die fest aufgeschobenen Hülsen 
H| und Hj die fast senkrecht stehenden Spiegel 
Px und P2. Durch das Fernrohr F, welches auf 
den Spiegel j7| gerichtet ist, erblickt man in 
diesem die bereits in P2 schon einmal gespie- 
gelte Skala S. In der Mitte zwischen 8^ und «2 
liegt auf dem Stab die Stahlschneide r, welche 
vermöge einer passend angehängten Wagschale 
mit dem Gewicht P belastet werden kann und 
dadurch eine Biegung des Stabes bewirkt. 



Antwort. Die vorerwähnten Uebelstände 
hat man bei der von W, Pscheidl beschrie- 
benen und ausgeführten Methode zu ver- 
meiden gesucht. Es wird hierbei nicht die 
Senkung in der Mitte des Stabes gemessen, 
sondern die Neigungsänderung an den Stab- 
enden. Zu diesem Zweck sind auf dem 
Stab über den Schneiden zwei Spiegelchen 
horizontal aufgekittet, so dass ihre spie- 
gelnde Fläche nach oben sieht. Vermittelst 
zweier Fernrohre und Skalen wird die bei 
der Belastung eintretende Neigung der Spie- 
gel bestimmt und man hat hierbei den Vor- 
teil, dass eine infolge der Belastung etwa 
eintretende Neigung des ganzen Stabes aus- 
geschlossen ist, da die in den Fernrohren 
beobachteten, durch die Biegung verursach- 
ten Neigungsänderungen an den beiden En- 
den nach verschiedenen Seiten erfolgen. 



Figur 124. 



Bei einer solchen Biegung wird die Neigung 
der Spiegel p^ und p^ sich ändern und dem- 
nach ein anderer Skalenteil von S am Faden- 
kreuz des Fernrohrs F einstehen. 

Bezeichnet man die Entfernung zwischen der 
Skala S und dem Spiegel P2 mit D, diejenige 
zwischen den beiden Spiegeln p^ und p, ^^^ ^7 
ferner mit v die infolge der Durchbiegung in 
dem Fernrohr beobachtete Skalenverschiebung 
und endlich mit (p die hierbei eintretende Aen- 
derung in der Neigung der Spiegel p^ und P2, 
welche für beide dieselbe ist, so ergibt sich 
aus einer einfachen geometrischen Betrachtung 
mit Rücksicht auf die geringe Grösse des Win- 
kels (p, dass 



F 
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tgy = 



iD + 2d 



Nennen wir noch I die in Betracht kommende 
Länge des imtersocbten Stabes, d. h. den Ab- 
stand zwischen den Schneiden », und s„ femer 
E den Elasticit&tsmodnlns, h ^e senkrecht ste- 
hende und b die horizontal liegende Kante des 
rechteckigen Stabes, so ist: 

^ _ 3 i'.P 



4 h^b . tg^ 
1 wir fflr tg ^p seinen obigen Wert 
_ 3 PI'(2D + d) 



Die mit diesem Verfahren ausgefohrten Be- 
stimmungen ergaben eine hOchst befriedigende 
Genauigkeit. 



i). Bestimmang der mechaniscben Arbeite- oder Wirkungs^össe, die 
zur Biegung eines Stabes notig ist. 

Frftge 148. Was ergibt sich ans der 
für den Pfeil der Biegung ermittelten Glei- Antwort. Ans der für den Pfeil der 
chnDg? Biegung ermittelten Gleichung: 



ergibt sich, dass die biegende Kraft P sich 
im einfachen Verhältnis mit der Senkung 
s äadert. 



Frage 149. Wie kann deshalb die Ar- 
beits- oder Wirknngsgrösse der Kraft P, 

welche zur Hervorbringnng der Senkung s Antwort. Da die biegende Kraft der 
erforderlich ist, dargestellt werden? Senknog s entspricht, so kann die Arheits- 
oder Wirknngsgrösse derselben, welche zur 
Figur 125. Hervorbringung der Senkung erforderlich 
ist, durch ein Dreieck ACD (Fig. 125) dar- 
gestellt werden, in welchem AC ^ s nnd 
A D = P entspricht (vergl. Antwort auf 
a Frage 36). 



Frage IBO. Welcher Wert ergibt sich 
ans der erwähnten geometrischen Konstruk- 
tion für die Ärbeitsgrösse W? 



Antwort. Genau in derselben Weise wie 
in Antw. auf Frage 36 erhält man im vor- 
liegenden Fall für die Arbeits- oder Wir- 
knngsgrösse W, welche dem Flächeninhalt 
des Dreiecks ACD entspricht: 
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oder wenn wir hierein den bereits oben in 
Antw. auf Frage 148 wiederholten Wert 
für s setzen: 

1 P'Z' 
^) ^ == T ' ^T" 

Nach Antw. auf Frage 55 ist aber die 
von der Kraft P hervorgebrachte Maximal- 
spannung zu bestimmen nach der Glei- 
chung 9).: 

und man eriiält nach Substitution des 
hieraus *f&r 

ST 
P = ^ 

sich ergebenden Wertes die Gleichung: 

1 S^TJ 



2). . . . . W = 



6 T^E 



oder da mach Gleichirag 10). Seite 79 für 

T 
-y- = Q gesetxt werdea kasn^ so ist: 

^ ^ — 6 TE 



Ff«||» 151^ Was ergibt ach aus der 

x^rr^tekeodteit Oleichong fär den Fall* dass AnivtNrt. Fttr d^i FaQ, dass der ge- 

d^^r ^^r^chnitit: cte aof Biegung bean- bogene B^ilken «nen. rechteck^n Quer- 

sj^r^^tteu: Balkens ein Rechteck von den schnitt voa dea S»itmi h und h beatzt, ist 

$eu«»L 4 «od ^ o'uii^} nach Gleichung 15). Seite 82: 

^^> *.. .X- ^- ^ = "J dÄ- und T = i-h 

XlfeUL X^ Ais^ ißu ^-irteii voa -^ fiir die ^ ^ 

it^ü^-üiedenfia >Liiaeciaaeii. wie ae in Tabtiüe ^^^^'^ ^»«aa wir £esa Werte in ^e obige 
. . ^ 3- Gieichtmg :i), einsetzen: 

.ttJBSi^ «»caiilteii änd, «aehr aian. ia» dieser ^ ^ T>i ' E 

hkJtjctLiimic i. ]i. rir rassscaai ^ii. i^ir :?tiiimiede- 

^s«tt \'.K^ 3is 1 *. i. rir rtiÄi-is^n *. rar Eiiiieu- Das Pwdukt aüixs &, L Ä, oder ans Breite, 

.i»'ii. ^/- :jjc» Ulli iaa& i*jiiut ler rassKuni mcer LiniW und Hohe eines Balkens ist aber 

^leu X.icer-autju vir lit-Ä ir-rfaiannst äcii im icioLcii seinem Volumen V, und somit ist 



.^''•» 



W ~ • ^ • V 



ioi^ iit:>*ir iiciLUonÄ' Aücwurt Vuj^ Jieser Gleichung ergibt 

Sriü. 14^. L^r-..n^e.i.n.ieS.n:iiitj.iu'a ^^^ '^^ ;i^^^\^i^^ mt^eüamscbe Arbeit welche 

Mu >^.!t.'.„e ui'.-- -.-t'r:K-.ninbi..ratÄ. >» ornu-ior-uu ^m, um at?u Balken bis zur 

:u i. s< '.i =:ii-u jcx^f-u. .T'^iT*Hi ^»ier»;vi'!itt c'.us-iiv u:ii5^*^.Muo iun.'u/ubiegen» proportio- 

»\ii v-»5- ' lu . i.:».i..:i-5^r • vc, i;^^«i ,;oi- lui >t vnuiM>s<'a5i dtm kurperiichen Inhalt, 

<:'\Lii»^ ».. >.i:t ».' ,uuii'»*MMt:^ ivtt vom Miiterial abhängigen 
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und 






S2 
Biegungsquotienten -^, sich aber nicht 

richtet nach den einzelnen Dimensionen. 



Setzt man diese Werte in Gleichung 3). auf 
Seite 158, so ergibt sich für 

w - JL s^^^zlL 

96 * E 



oder für 



d'^nl 



das Volumen V eingesetzt: 



W = 



S« 



24 E 



V 



Frage 153. Was ist in Bezog aaf die 
Arbeitsgrösse zu bemerken, welche nötig 
ist, einen an beiden Enden gestützten Bal- 
ken durch eine in der Mitte desselben wir- 
kende Kraft zu durchbiegen? 

I 
Erkl. 146. Für eine dreieckige Feder, siehe 
Fig. 105, ist nach Erkl. 125: 

MZ2 



oder, da 



* ~ 2KT 
M = P? 



80 ist in diesem Fall: 



8 = 



und 



oder: 



PZ3 

2ET 
W= iPfi 



Antwort. Die in Antw. auf Frage 150 
entwickelten Gleichungen gelten auch für 
einen an beiden Endpunkten unterstützten 
Balken, weicher durch eine in der Mitte 
desselben wirkende Kraft durchgebogen wird. 
Denn jede der beiden Hälften eines solchen 
Balkens befindet sich in der Lage eines 

von der Kraft y P durchgebogenen Balkens. 
Für diesen Fall hat man also in. Gleichung: 

— JL 2Ü 
^ — 3 ' ET 

Y P statt P und -^ l statt l zu setzen und 
erhält die Gleichungen: 






W = 



4 



ET 



und die von der Kraft P hervorgebrachte grösste 
Biegimgsspannung wiederum zu bestimmen nach 
der Gleichung: 

J-T = VI 



oder: 



imd 



oder: 



3 * 2 * SET 



s = 



P?3 



48 ET 



aus deren Verbindung mit der vorigen die 
Gleichung : 

jL^ TZ 

4 



W 



W = 



Ps 



P223 



96 ET 



W ;^ 4- 



S« 



E 



oder: 



W = 



1 S2 

_ V . _ - 

6 E 
sich ergibt. 

In allen diesen Fällen bildet der für W ge- 
fundene Ausdruck negativ genommen den Aus- 
druck für die von dem Elasticitätswiderstand 
verrichtete Arbeit. Wenn ein Balken aus dem 
gebogenen Zustand wieder in den geradlinigen 
zurückkehrt, so verrichten die Elasticitätskräfte 
eine positive mechanische Arbeit von gleicher 
Grösse mit derjenigen, welche vorher zum Her- 
vorbringen des gebogenen Zustandes er forder- 



Wenn man in letzterer den aus der Glei- 
chung für die grösste Biegungsspannung: 

Y 2 2 

sich ergebenden Wert für P substituiert, so 
erhält man wiederum dieselbe Gleichung, 
welche für den an einem Endpunkt be- 
festigten Balken von gleicher Länge ge- 
funden wurde. 



Irto 



KlAiticitAtB* and Festigkeitslehre. 



\\v\\ Wrtv. tMA I(*h0ni1iir(» Kmft, welche durch 
\\W^p |h)n(ffvi* mf^ohdnlfichi» Arbeit erzeugt wer- 
iti»u knim« int rtmuHA tfroKH wie diejenige, welche 
\\M\t^\' h«*lm Krummniegf»« durch die negative 
mf^ohi^nimihe AvM\ der KUnicitätswiderstände 
vi»vuirhie» wf^rdf»« konnte. 



Vraff« 164 Wie erhalt man die Arbeits* 

fViAnne, welohe ^nr Durchbiegung bis zum 
ivwoh 0rfordevU<*h i«i? 



Antwort. Will man die Aiitestsgrosse, 
die zur Dnrchbiegnug bis zum Bnuäi er- 
forderlich ist, ennittdiL, so bot sum in den 
obigen Gleicbuigen nur den Wert d^ Bm<^ 
koef^ent«! an Stfelle des 
zienten einznsetzen. 



i;;«ttt;Mii::v<4TMii 






¥V«^ 155. W4i$ verst^t aia : 
gemeinen «nter ek^itis^^iein Fed^^m? 



IS^'kV 1*7. VVdem. %^]ohe ««f Bmci oder 
7u<r w Awipvnob ^renowimen werden, hestehtai 
»nv eitlem h^ondei^ ^tr^ammenpreiisduKreii oder 
d<*h^ih«ren Muterml. >. K, Kautschuk. 

Oir VAdei*n «its steifem "MateTial, wie Stahl 
Ader \t<*ss«M; . h»heii v^rheTTschend Stahfoim 
>iv>d ^irwl hei crr<t«sev l*Änfre der iUaawtr^^Hcniss 

«T><i '^t7^^\ ^owAbl dem 7)i«MHiiiendTe4if» als 
!«>n<*h dewi Aufdrehe**, wobei einr Rte^^nt: «tstt- 
t>i^det. eine^. e^Ästi^oher. Widerstan«* «nure?ex. 



JLutvint. Unter elastiBcfaen Federn ver- 
steht man Mascbinenteüe aas elastiBchea 
Material, ak Stahl, Meffldnp, Ba]£, Saut- 
scfaidu die vermöge ihrer Poxm im iEtande sind, 
a). StoBse anfTmtphmen nnd zn mildern 
(wie a. B. die Pnfor an EiwRnbahn- 
wagen): 
h\. Bewegungen h ervurzu igingEn (wk z, 
B. die Triebledem der Ulaen, %iel- 
doseni: 
c\. Presnngen oder 'Spamnn^gp tml er- 
xsngen 'wie die sogen. iJtni:^- nnd 
Spannf edem ; : 
d«. I»ni(^- md Zv^^räfce xn senen (wie 
dif r eüerwaggDimdBi niBWffier »oder 
e.. Time it ervarau hrmjfgD (wie 2. B. die 
Federn der SptelilOBen«. 



T5>n(|^ lÄ. Weirbf vnr. dor. voTjrenai»- 
♦er. Anw^T>dniurer. der Fe^err. «nc ak he- 

ÄT^* Mi* r>f «iif >>d^rwairej 'her<*itf he: 
^oh<»n,Tini|^ de: /uTPla^tiritH: ijin ^irlfviuroni: 

/M-tft.-Jf^ MT>,. rti? dvi>ftfpometmrhev. AiniÄTfttf^ 



ikntwort. Ak l»es€Blder^ widit^ An- 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Inhalts- 
Terzeichnis der „ToUständig gelösten Anfgabensammliing Ton 
Dr. Ad. Kleyer** kann Yon jeder Bnchliandlnng, sowie Yon der 
Verlagskandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert um den sofortigen und dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsi^erzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie ans dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Schiüen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
sum Selbststudium, das vortrefTlichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art, 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 
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— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

ingabe md EDtfieUimg der benutzten SStze, Formeln, Regeln, In Fragen ond intiorten 

erl&atert durch 

viele Holzsclinitte & litliograpli. Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Reehenknnsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. BpbäriBchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) o. h5heren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Baumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, GeodAsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brficken- u. Hochban's; der Konstmktionsleliren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

ParaUel-PerspektiTe, Scliattenkonstmktionen etc. etc. 

fdr 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Vorthfilfb bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 
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herausgegeben you 

Dr. Adolph KJeyer^ 

Mathematiker, rereideter kOnigl. prenit. Feldmesier, Tereideter groeeh. hessisoher Geometer I. Klane 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht^ erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meohaniki math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstrnktlren Zeichnens etc. etc. und zwar in yollständig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Ent Wickelung der 
benutiten S&tie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verstftndlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen nnd erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und 11. Ordn., gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerksehulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, UniversltAten, Land- nnd Forstwissensehaftsschulen, 
Militftrschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten ah z. B. für das Einjährig -Frei- 
willige- und Offliiers-Examen etc. 

Die Schfiler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fir Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftigeStütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — lum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Satze etc. annwenden und praktisch zu yerwert^n. Lust, Liebe 
nnd Yerständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ii^enienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielldcht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen nnd zugleich dnrch ihre prakttseh^i in allen Berafs- 
zweigMz Torkomnenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verimhen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschung» geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt '^ M. , Fischerfeldstrasse 16, entg^en, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart Die Yerli^liuidliiiig« 
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links, 30 Verden dadarch die WinduDgen eiDan- 
der genähert, und die Feder zagammensedrackt 
oder gespannt. Sie strebt in der Folge sich 
nieder auszudehnen, das bewegliche Federende 
kehrt allmählich in seine frühere Lage znrQck 
und bewegt sich in der dem Pfeil entgegenge- 
setzten ßichtmig. Allein die Bewegung der 
Feder ist eine sehr unregelmässige, indem sie, 
je mehr sie zuganmengerollt ist, ein nm so 

stärkeres Bestreben hat, sich wieder auszndeh- Figur 127. 

nen, je mehr sie sich ausdehnt, um so mehr 
läsat ihre Spannung nach, so dass also die Kraft 
der Feder von dem Augenblick an, wo sie zu 
nirken beginnt, bis zu dem Punkt, wo sie ihre 
ursprüngliche Form wieder angenommen hat, 
beständig abnimmt und deshalb der Uhr ohne 
weiteres eine regelmfissige Bewegung nicht er- 
teilen kann. Um eine solche zu erreichen und 
Gleichförmigkeit in den Gang der Uhr zu bringen, 
bat man 1). die sog. Schnecke mit Kette ein- 
geführt, d. b. die Feder dreht zunächst einen 
Cylinder A, das Federhaus, in dem sie sich 
befindet. Ihr inneres Ende hängt an einem 
feststehenden Stift (s. Fig. 127j und mit 
ihrem äusseren Ende ist sie an einem Punkt der 
innerenGehäuse-oderTrommelwandungbefestigt. 

Vom Federhaus A geht eine feine Gelenk- 
kette B nach der Schnecke, in deren spiral- 
förmig eingeschnittenen Vertiefungen der grösste 
Teil ihrer Länge Platz findet. Bei der fort- 
schreitenden Drehung des Federhauees wickelt 

sich die Kette allmählich von der Schnecke ab „. ,„„ 

Md auf den Cylinder auf, dabei wird die Span- ^^6"'' '''*• 

DUQg immer schwächer, aber zugleich werden 
die Hebel grosser, mit denen die Spindel ge- 
dreht wird, denn die Kette, die anftnglich am 
dünnsten Teile der Schnecke zog, wirkt schliess- 
lich am grössten Umfange, und somit wird der- 
selbe Effekt erreicht , ^s wenn eine gleich- 
bleibende Kraft an einem Hebel von unver- 
änderlicher Länge wirkte, denn durch die Form 
der Schnecke wird die Abnahme der Federkraft 
durch die gleichzeitige Zunahme des Hebelarms, 
an dem sie wirkt, kompensiert oder ausgeglichen. 

Ein -zweites Mittel zur Erreichung eines 
niüglichst gleichmässigen Ganges der Uhr ist 
der mit dem Räderwerk in Verbindung stehende 
Regulator (Unruhe genannt), bestehend aus einem 
kleinen Schwungrad oder Balancier, an dessen 
Achse eine sehr feine Spiralfeder befestigt ist, 
deren äusseres Ende E (s. Fig. 128) für gewöhn- 
lich auf der Ubrpiatte festsitzt. Dreht sich nun 
das Schwungrad nach der einen oder anderen 
Richtung, so verändert die Spirale ihre Form, 
kehrt aber infolge ihrer Elasticität in ihre vo- 
rige Lage zurück und bewegt das Schwungrad 
gleichfalls rückwärts. Hat die Spirale so ihre 
anfängliche Form wieder angenommen, so hat 
das Schwungrad immer noch eine gewisse Ge- 
schwindigkeit, mit welcher es sich noch kurze 
Zeit in der einmal angenommenen Richtung weiter 
benegt und die an ihm befestigte Spirale zu emer 
der Torigen entgegengesetzten Formänderung 
iningt, bis endlich seine Kraft verzehrt ist und 

Klimpert, ElgsticitKU- and FeBllgksiulehre. 
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nun abermals die Elasticität der Spirale zor Wir- 
kung kommt und das Schwungrad zurückdreht. 
In dieser Weise schwingt dasselbe regelmässig 
bald vor- bald rückwärts und reguliert dadurch 
den Gang der Taschenuhr, gleichwie durch die 
Scbwingnwen des Pendels der Gang der Wand- 
uhr geregelt wird. Bei den bei Taschennhren 
so gebräuchlichen Cylinderhemmungen sitzt 
nämlich an der Unruhe oder dem Schwungrad 
ein konzentrisch, d. h. um dieselbe Achse mit- 
schwingender Hohlcjlinder C (Fig. 128), von 
dem ein Teil des Umfangs ansgeschnitten ist, 
so dasB ein Halbcylinder ttbrig bleibt, tod des- 
sen unterem Teil noch ein riereckiges Stflck 
weggeschnitten ist. Das letzte Rad im gesam- 
ten Räderwerk der Uhr ist nun das sog. Hem- 
mungsrad, welches bei senkrecht stehender 
Achse (Fig. 129) horizontal liegt und eigentüm- 
lich geformte Zähne . auf Silulchen gestellte 
kleine Eeile trägt, die bei der Drehong des 
Rades in den oberen hohlen Teil der halb- 
cy lind fischen Schwungrad achse eintreten. In- 
folge der Schwingungen, welche die mit dem 
Gelinder festverbundene Unruhe ausführt, dreht 
sich der Cjlinder bald nach der einen, bald 
nach der andern Seite. Hierbei stdsst ein Zahn 
des Hemmrades zunächst mit seiner Spitze an 
die Auseenseite des Cyliaders (s. Fig. 130), bald 
aber nimmt letzterer die andere Lage ein und 
das Hemmungsrad geht einen Schritt weiter, 
bis es an die Innenseite des Cyiinders stssst, 
wie es Fig. 131 zeigt üebrigens ist in Jeder 
Cylindernbr die Unruhe nebst Spiralfeder, so- 
wie das darunter liegende Hemmungsrad so 
deutlich zu sehen, dass eine ausführlichere Be- 
schreibung Oberflusaig erscheint. 
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Bei besseren Uhren ist aber die am meisten 
in praktischen Gebrauch gekommene Hemmung 
die sog. Ankerhemmnog oder der freie 
Ankergang, dessen Einrichtung die Fig. 132 
TeranschauUcht. Die mechamBcbe Gesamtheit 
eines Ankergangs besteht ans vier wirkenden 
Teilen; es smd dies: 1) das Rad; S). der Anker; 
3J. die Gabel und 4). die Bolle. 



Das Gangrad R ist ein flaches Rad, d. h. 

ein solches, dessen Zähne in der Radebene 
liegen. Die Form der Zähne ist je nach der 
Art, in der die Hebung geschehen soll, sehr 
vecschieden und weicht von einer scharf spitzen 
Form bis zu einer vollen Hebefläche ab. 

Der Anker AA bat auch, je nach dem be- 
absichtigten Hebungssystem , eine sehr ver- 
schiedenartige Gestalt, In den meisten Fällen 
liegt der EOrper desselben in tangentialer Rich- 
tung znm Radkreiae und hat an seinen beiden 
Enden je einen hervorstehenden Teil, welcher 
nach dem Rad zu gerichtet ist und auf wel- 
chen die Einwirkung der Radzähne stattfindet. 
Diese Teile sind meist mit harten Edelsteinen 
besetzt, um Reibung und Abnutzung zu ver- 
mindern. Der Anker ist mit einem Loch in 
eeiner Mitte auf die Ankerwelle gepasat und 
dreht sich mit dieser seiner Achse. 

Die Gabel G ist ein Hebel, welcher mit 
einem Loch auf die Ankerwelle gepasst ist. Sie 
wi mit dem Anker so verbunden, dass sie sich 
mit ihm auf der gemeinsamen Achse bewegt 
und in einem gewissen Winkel zu der Längen- 
richtnng des Ankers steht. Dieser Winkel ist 
ganz mllkürlich und hängt lediglich von der 
Anordnung ab, welche man den einzelnen Teilen 
des Ganges unter sich geben will. Ist die Gabel 
jenseits der Ankerwelle verlängert , so dient 
lüeee Verlängerung nur, um das Gleichgewicht 
)>erzu stellen, während der andere Ann der wirk- 
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liehe Hebelarm ist. Dieser hat fast bei allen 
Ankergängen in seinem äussersten Ende einen 
Einscimitt, welcher den Anlass zu der Benen- 
nung „Gabel'' gibt. 

Die Rolle ist eine runde Scheibe, welche 
mit ihrem Mittelloch auf die Welle der Unruhe 
U so fest gepasst ist, dass letztere sich mit ihr 
bewegen muss. Sie trägt den Hebestift t, wel- 
cher in den Einschnitt der Gabel passt. 

Die Wirkung von Rad und Anker be- 
steht in einer abwechselnden Hebung, welche 
dem Anker eine, in einem kleinen Winkel hin- 
und hergehende Bewegung um seine Achse mit- 
teilt. Diese Hebung findet an zwei diagonalen 
Flächen statt, welche sich an den beiden her- 
vorragenden Enden des Ankers befinden, und 
sie wird dadurch erzeugt, dass der Radzahn, 
nachdem er die Hebefläche des einen Anker- 
armes durchlaufen hat, von dieser abfällt und 
dadurch der entsprechende Zahn auf der Hebe- 
fiäche des andern Armes dieselbe Bewegung des 
Ankers in entgegengesetzter Richtung hervor- 
bringt. Die Bewegung ist keine fortwährende, 
sondern sie wird nach jedesmaligem Durchlaufen 
des Hebungswinkels dadurch unterbrochen, dass 
der Radzahn, nachdem sein Vorgänger von der 
Hebefläche des einen Ankerarmes abgefallen ist, 
auf eine, zum Ankermittelpunkt ziemlich kon- 
centrische Fläche am andern Arm fällt, die das 
weitere Fortrücken des Rades so lange hindert, 
als der Zahn an derselben anliegt oder ruht, 
wie man es nennt. 

Es durchläuft also jeder Zahn die Breite des 
ersten Ankerarmes, den man den Eingangsarm 
nennt, indem er an dessen diagonaler Hebefläche 
eine Drehung des Ankers um seine Achse be- 
wirkt, die dem Hebungswinkel entspricht. Nach- 
dem dies geschehen, fällt der Zahn von dem 
Eingangsarme ab und der dem Ausgangsarme 
zunächst liegende Zahn fällt auf die concen- 
trische oder Ruhefläche dieses Armes. Hier 
bleibt er in der Ruhe liegen, bis eine Einwir- 
kung (von der später gesprochen werden wird) 
die zurückgehende Bewegung des Ankers ein- 
leitet, deren erste Wirkung die Auslösung 
des ruhenden Zahnes ist. Diese geschieht, in- 
dem der Ankerarm ein wenig vom Rad ent- 
fernt wird, wodurch die Zahnspitze die Ruhe- 
fläche verlässt und an der angrenzenden Hebe- 
fläche des Ausgangsarmes hingleitend, den Anker 
seinen ganzen Hebungswinkel in entgegengesetz- 
ter Richtung wieder durchlaufen lässt. Nach- 
dem dieses geschehen, fällt der Zahn vom Aus- 
gangsarm ab und der dem Eingangsarm nächst- 
liegende Zahn fällt gegen die Ruhefläche dieses 
Armes. Dieses Spiel, in abwechselndem Ruhen 
und Heben bestehend, wiederholt sich fort- 
während. • 

Die Ruheflächen müssten eigentlich, um ihrem 
Zweck zu entsprechen, koncentrisch zum Anker- 
mittelpunkt sein. Dann würde es aber ziemlich 
oft vorkommen, dass durch eine heftige Be- 
wegung der Uhr der Anker zur Unzeit von der 
Ruhe käme, wodurch die Freiheit der betreffen- 
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den ünruhschwingong beeinträchtigt sein würde. 
Um diese Gefahr zu vermeiden, gibt man den 
Rnheflächen eine kleine Abweichung vom kon- 
centrischen Kreis, welche bewirkt, dass der auf 
Hohe liegende Badzahn den Anker weiter heran- 
zieht. Dies nennt man den Zug des Ankers. 

Die Bewegung von Gabel und Bolle 
kann man sich in zwei verschiedene Thätig- 
keiten zerlegt denken, in welchen die beiden 
Teile wechselsweise aufeinander wirken. 

Während der Zahn des Bades an der ge- 
neigten Fläche des Ankerarmes hingleitet und 
dadurch den Anker zum Durchlaufen des ihm 
bestimmten Bewegungsbogens nach der einen 
Seite veranlasst, muss die Gabel, welche ent- 
weder mit dem Anker aus einem Stück gemacht 
oder doch mit demselben so verbunden ist, dass 
sie sich nicht drehen kann, diese Bewegung mit- 
machen. Indem sie dies thut, teilt sie dem in 
der Bolle befestigten Stift, der beim Durch- 
laufen des Durchgangswinkels sich in dem Ein- 
schnitt der Gabel befindet, die durch das Bad 
und den Anker erzeugte Bewegung mit und gibt 
dadurch der Unruhe, auf deren Welle die Bolle 
festsitzt, einen Antrieb zum Ersatz der Kraft, 
welche bei jeder Schwingung durch Beibung, 
Widerstand der Luft etc. verloren geht. Dies 
ist eine Thätigkeit, welche man die Hebung 
nennt. 

Nachdem der Badzahn die Hebefläche des 
Ankers entlang gegangen ist, fällt er von der- 
selben ab, und der Zahn, welcher dem andern 
Ankerarm am nächsten steht, legt sich gegen 
die Buhefläche dieses Armes, womit die Be- 
wegung des Ankers nach dieser Seite beendigt 
wird. Anker und Gabel verweilen nun in dieser 
Läge, während die Unruhe, vollständig frei von 
allem Zusammenhang mit den übrigen Teilen 
des Ganges, ihre Schwingung vollendet. Bei 
der Bückkehr derselben, welche durch die Span- 
nung der Spiralfeder bewirkt wird, berührt der 
Hebestift, sobald er in den Durchgangswinkel 
eintritt, den Einschnitt der Gabel und teilt der- 
selben seine Bewegung mit. Da nun der Anker 
gezwungen ist, die Bewegung der Gabel mitzu- 
machen, so zieht sich der Arm, gegen dessen 
Hubefläche der Badzahn liegt, etwas zurück, 
der Zahn gleitet von der Buhefläche herunter 
und fängt auf der Hebefläche das frühere Spiel 
wieder an. Dies ist die zweite Thätigkeit von 
Oabel und Bolle, welche die Auslösung heisst. 

Sobald die Auslösung beendigt ist, arbeitet 
der Badzahn wieder auf der Hebefläche, die da 
begimit, wo die Buhefläche aufhört, und er- 
teilt dem Anker und mit diesem der Gabel 
die Bewegung durch ihren ganzen Hebungswin- 
kel nach der andern Seite. Die Gabel gibt da- 
durch dem Hebestift, durch den sie eben erst 
die auslösende Bewegung erhielt, den Anstoss 
zur neuen Schwingung, so lange, bis wiederum 
der Durchgangswinkel durchlaufen, der Zahn 
abgefallen und der Zustand der Buhe wieder- 
bergestellt ist. 

Dies Spiel der Hemmung wiederholt sich fort- 



Kirt KluttcitftU- nnd Futigkeitslelite. 

wfthrenil, io iIah bei Jeder SchwiDgung der 
Hnliemift ille (inbel erit ein wenig treibt und 
rinnn «nfort von Ihr getrieben wird. 

t^H Int plne Eigentümlichkeit dieies Teiles des 
AnkergAiig«, du« die Tliltigkeit deuelben nur 
Hilf einem bmix iin bedeutenden Teil der Schwin- 
KitnK der ünrulie «tAttflndet, und w&hrend des 

friiKulcn TetlH dieier Schwingung Ü&bel und 
lelxiKtlft günit AUiner IterOhrung bleiben. 

Dlpopr 1 mutend ra»cht eben den Ankergai^ 
KU elnpm freien Unng und verleiht ihm idle die 
weiiv-iillen Hie^nschBrien eines solchen. 

l)or Weg. den der Anker durchlaufen muss, 
i«t In K««ign«ter Weiee durch cwei aufrecht- 
Hiehende Mifte »«, die sog. lYellstifte begrenst, 
wi>1<^hi> in g«eigneter Kntfernung an jeder Seit« 
der <iAh«l stehen, 

Knv vtne andere KIm»» von Hireo, wie sie 
tn f»\rm.<m\9eh«n Zveckm und b« SeefiJuteii 
g^brsnfhi werden und die man Ohronometer 
{m deiitiK-h ,7.eilni«H»M*l n«nni, kommt die sf^. 
Ohronomei^Themmnng in Anwendung. Eine 
t-Vder A (V\e. l:^*^), deren nicke von einen Ende 
nim andern imm«r mehr abninnt, isi mit ihrem 
dflwiWTon Knde in dem festtm Stück B ein;!»- 
lilemmt, 1>i^se F^d« irfcpi Nmm khiaein Voi^ 
sfinmc 0. e^frun welchen die einwin«» Zkhne 
dps STp«iT»d*w h#i Atr Drrtinnt^ desselb«!!! aa- 
stofSMit »Asfim : amiaerd«« trktrt si« «Dt El«une 
11. in w*lfh*r eine »»•(^itft. \iel dttraMre and daber 
sp>(v bjegsajn* K^pt K heV(«nin isi. li«E«re 
gpht UTitor dem «a Knde Art t^dtt X sitzen- 
den llaknn V hiniroc. sti dai» äe nmet dem 
HKk(-n Ahm' »llrin Widf-Titaiid airh abwfcns, d. h. 
»■«■nn dir T(-ile der VVnr sentrMifl frndacht 
wvrdon, i'n oinm- RichiMiifr von ob«i nach unten 
hen-pffpn kann, w-rain sie sir.h dacwen anfwftrts 
bpii'«t;t. nn nimmt sie aar. Hainen F imd de^ialb 
»ach dir FpdoT A nii und hehi diespJheo eht-ji- 
tsllf in dir Htihc. Auf dw Achse G aar Td- 
vuhc WfiiidM liirh ein Damnen ^Anslmesieinl d. 
«•«ilv-her die ^rtmlnpmKren d» leiTieren mir- 
»(»»■ht nnd hpi wter OsnillMion pqren d«f Ende 
dw dnwion fedBT K siiissi. >.eb]iten wir an. 
ddw die Innihe in dor l^ir^itan; de» 14eilw y 
■!v)i*'i(^: der nwnw-T '1 «tJMSn dann von oben 
bflT regen die Feder E. liriickr sie bvrai' nnd 
■^.'liKH'fi. indem di«p «neu Aopenblic^ sich 
niedprhityl. daninwr wttc: pipicl; danm: fipriniri 
V ir, ihre n»t(lTli,-hr IjMrc /nnick; l>e; dieser 
Bcwouunt bleibi di(- Twier A nnhewHiiici. nnd 
dshp-. *ü>h; viihrwid dieser Äeii «nci. da* ^*teie- 
r»r, diirohans -Mii;. >j'4iwinin «her d» Halance 
tTt^ict, ■Isniii; ns.-.i, der entpetronirtwflraieL Ricl- 
tnns. «' t'pt'; dp; Itanmei. t, dir fpner £ mi; 
ii. dir Hrihe. dieisr hph; inrerseits- dif fpjer T 

/»hr frei «iri. nni, d« Steiprar. «■ 
/Uhr. dT*he». tani.. Ahp; ^Ipi.-j. Oi 
TlBrnnpi. li Tüi. jintpr nar.l. nftn. a: 
iln'.'lihip(TPndpr. »rtp: F dnrr.ti~fts 
>~e<li>- A «; uripdp-, trp rcwornra 
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Zahn des Steigrades wieder aozubalten. In dem 
Augenblick, vo ein Zahn an dem Torsprung 
C YorbeipaBBiert, stösst ein anderer Zabn des- 
selben Bades gegen den Band eines Ausacbnittes 
i an, welcher zu diesem Zweck in einer kleinen 
auf der Unruhe befestigten Scheibe angebracht 
ist, und erteilt dadurch der Unruhe einen Stoss. 
Auf diese Weise wird der Unmhe durch die 
bewegende Kraft des Uhrwerks fast in einem 
Moment dasjenige an Bewegung wieder ersetzt, 
was sie während der Daner einer Doppel- 
schwingung durch die Beibung und den Wider- 
stand der Federn verliert. 

Wie ein längeres Peudel langsamer schwingt 
als ein kürzeres, so schwingt auch eine längere 
Spiralfeder langsamer als eine kürzere. Es 
l^st sich daher durch Verlängernng oder Ver- 
kürzung der Spiralfeder, welche mit der Uombe 
in Verbindung steht, der Gang der Uhr regu- 
liereD. Zu diesem Zweck findet sich in allen 
besseren Uhren die in Fig. 134 dargestellte Vor- 
richtung: a ist die Unruhe, 6 die Spirale, deren 
ansserste Windung in dem auf der Platte an- 
geschraubten Stück o befestigt ist. Die in- 
nerste Windung der Spirale ist in e unterhalb 
der Platte B auf der Achse der Unruhe selbst 
befestigt Das Stück gm von Stahl, Rackett 
genannt, ist auf das aus der Platte B hervor- 
stehende Korn e mit Reibung gestellt, und wird 
dnrch zwei Schrauben daran verhindert, sieb 
zn heben. Das Ende m dieses Stückes bildet 
emen Zeiger, der bei der Drehung um e auf 
emem eingeteilten Bogen A B spielt. Das ent- 
gegengesetzte Ende g trägt nach unten zwei 
feine Stifte, welche die äussere Spiralwindung 
zwischen sich fassen und dadurch, dase sie diese 
einklemmen, das zwischen den Stiften und dem 
Ende o liegende Stück der Spirale verhindern 
mitzuschwingen. Man sieht nun leicht, dass ein 
Verstellen des Zeigers ni nach A (avancer) 
hin, eine Verschiebung der Stifte g nach rechts 
nnd daher eine Verkürzung der Spirale zur 
Folge bat; letztere schwingt also schneller und 
der Gang der Uhr wird beschleunigt. Bückt 
man dagegen den Zeiger m nach B (retarder 
= verzögern) hin, so verschieben sich die Stifte 
bei g nach links, die schwingende Spirale ver- 
längert sich und der Gang der Uhr wird ver- 
zögert. 

Es kann hier nicht am Platze sein, das Werk 
der Taschennhr ausführlicher zn beschreiben 
nnd möge nur noch aber die Leistuuf; dieser 
unentbehrlichsten und allgemeinsten Maschine 
folgendes bemerkt sein; 

Die Uhren haben zum grössten Teil die Be- 
rechnung, dass sie in der Sekunde 5 Unruhe- 
schwingungen machen, das ergibt für das ganze 
Jahr 157 680 000 Schwingungen. Der Durch- 
messer der Unruhe einer Herren- Ankerubr be- 
trägt durchschnittlich IS mm, der Umfang also 
56,52 mm. Reebnet man nun für jede Schwingung 
nur eine Umdrehung der Unruhe und denkt man 
sich diese Schwingungen anstatt hin und her 
schwingend stets in einer Bichtung fortrollend, 
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BO «Orde die Unruhe einer Tascheiiubr in der 
Sekunde 28,75 cm, im Tage 24,408 km und im 
Jahre 8908,92 km durcbUufen. Bedenkt man, 
dtUB die Achsen der Unruhe nur ■/(« nun dick 
sind uod dass die Uhr ununterbrochen im Gange 
erhalten wird, so kann man sich eine richtige 
Voratellnng machen von den ungeheuren Anfor- 
derungen, die an diese kleinste aller MaBchinen 
gestellt werden. Denn keiner Maschine, und 
wenn sie hunderte von Pferdekr&ften repräsen- 
tiirt, wird zugemutet, dasB Bie unausgesetzt, Jahre 
lang, ohne jede andere Pflege als Eraftersetzung 
(Aufziehen) fortwährend in Bewegung bleibt. 

II. Die dynamometrischen Apparate 
dienen znm Messen der Kraft, die ein Mensch, 
oder ein Tier, oder auch der Beweger einer 
Maschine unter gegebenen Umstanden hervor- 
bringt Dm die Zugkraft der Pferde, sowie den 
Widerstand zu messen, den die Wagen auf Land- 
strassen erleiden, benutzt man vornehmlich das 
Dynamometer von Begnitr. Dasselbe besteht 
aus einem in die Lange gezogenen Ring prqs 
(b. Fig. 135) von gehärtetem Stahl. Derselbe 
ist von p bis q, um ihn bequem anfassen zu 
können, mit Leder überzogen. Mit der oberen 
Abteilung ru dieses Ringes ist ein Steg dfe 
samt dem Winkelhebel efh und einer Messing- 
BCheibe, auf der die Teilung aufgetragen ist, 
fest verbunden. Gegenüber an der unteren Ab- 
teilung s V fest angeschraubt sitzt das Stück g, 
welches dnrch die Stange o e und die Gelenke 
und « mit dem Hebel zusammenhängt. Wer- 
den die Ringstttcke r u und a v einander ge- 
nähert, z. B. mit den Händen umspannt nnd 
gegen einander gedrückt, so dreht sich der Hebel 
infolge des gegen e ausgeübten Drucks um seine 
Achse /'und bewegt den Arm fh. Dieser bi 
seits drückt gegen einen dnrch mäsBige Bei 
festgehaltenen Zeiger c ( und schiebt denselben 
vorwärts, so dass dessen äussere Spitze t, sowie 
die innere x sich an entsprechenden Gradbögen 
hinbewegen. Die Stelle, an welcher der Zeiger 
stehen bleibt, zeigt in Kilogramm die Grösse 
des ausgeübten Drucks, also die spannende 
Eraft an. 

Eine gegenseitige Annäherung der Bogen- 
stocke ru und su kann auch dadurch bewirkt 
werden, dass man die Punkte p uod q aus- 
einander zieht. Jedoch ist dazu ein viel grösse- 
rer Aufwand von Eraft erforderlich. Beide 
YerfahrungB weisen sind nicht direkt vergleich- 
bar und ist daher für jede eine besondere Skala 
notwendig. Die Einteilung dieser beiden Grad- 
bögen oder Skalen geschieht auf dem Wege 
der Erfahrung. Um z. B. die obere Skala für 
grossere Kräfte, welche die wichtigste ist, zu 
graduieren, wird das Instrument bei p an emer 
Kette aufgehängt; bei q bringt man eine Wag- 
Bchale an . und belastet dieselbe mit bekannten 
Gewichten, deren Grösse dann an der Stelle 
an^merkt oder markiert wird, an welcher der 
Zeiger stehen bleibt. Letzterer gibt immer nur 
den stärksten Dmck an, weil er an der Stelle 
des stärksten Drucks durch die Reibung festge- 
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halten wird, daher von allen geringeren Schwan- 
kungen unberührt bleibt. Wünscht man ein 
Urteil über den Mittelwert der ausgeübten Kr&fte 
zu gewinnen, so beobachtet man die Schwan- 
kungen des Punktes h vor dem dritten Teilkreis 
a hy dessen Mittelpunkt in c liegt. 

So einfach Begniers Dynamometer, und so 
wohl ausgedacht es ist, so ist es doch auf ver- 
schiedene Kraftäusserungen des menschlichen 
Körpers nicht anwendbar, und seine Fähigkeit, 
die Kraft des Händedrucks zu messen, von ge- 
lingem Nutzen, da oft ziemlich schwache Leute 
hierin eine merkliche Kraft ausüben können, 
und überdies ist das Instrument wegen der 
starken Abplattung der Ellipse für den Zug in 
der Richtung pq etwas unempfindlich. Von allen 
diesen Mängeln ist die nachfolgende, von G. W. 
Muncke angegebene Abänderung des Dynamo- 
meters frei. Zuerst besteht, der grösseren £la- 
sticität und Stärke wegen, der elliptische Bügel 
AB CD aus federhartem Stahl, ist in den 
schwächsten Teilen, da wo in der Figur 186 
die Buchstaben AB CD stehen, 2V4mm, bei 
den Handhaben a a gegen 3 mm, in der Gegend 
der Binge aber 372 ™™ ^^^ ^^^ durchaus 
4^2 cm hoch; die grosse Achse beträgt 40, die 
kleine 13 V2 cm. Durch die ungleiche Dicke des 
Bügels ist vorzüglich bezweckt, dass er an den 
Stellen, wo die Handgriffe und die beiden Binge 
nebst dem inwendigen Mechanismus angeschraubt 
sind, nicht zu schwach, und somit seine Aus- 
dehnung stets regelmässig ist. In der Bichtung 
der kleinen Achse sind die beiden Handgriffe 
a a angeschraubt, welche zum bequemeren Fest- 
halten etwas gepolstert, und mit Leder um- 
wunden werden. In der Bichtung der grossen 
Achse sind aber zwei schmiedeiseme Ringe an- 
gebracht, welche in den hinlänglich erweiterten 
Oehren sich frei und leicht bewegen. Die Hand- 
haben a a dienen dazu, kleinere Kräfte zu mes- 
sen, die Binge aber sind für grössere und sehr 
grosse bestimmt. In der Mitte der Ellipse und 
an einem Ende der kleinen Achse ist der flache 
eiserne Träger c festgeschraubt, welcher in drei 
Zweige ausläuft; zwei derselben dienen als Hal- 
ter des auf ihnen festgeschraubten Kreisbogens 
ddi, der dritte aber ist in einer Länge von 
572 mm ausgeschnitten und endigt in einen 
Haken, welcher sich zwischen den beiden an 
die stählerne Ellipse angeschraubten Metall- 
schienen 8 8 bewegt und dazu dient , bei etwa 
angewandter übermässiger Kraft, an den Hand- 
griffen aa gegen den Haken i, in welchen die 
untere Stahlschiene endigt, zu fassen und die 
weitere Ausspannung des Dynamometers in der 
Bichtung der kleinen Achse zu hemmen; zu- 
gleich aber, wenn eine allzu starke Kraft auf 
die Binge bh wirkt, gegen die rechte Wand 
sich zu stemmen und somit eine weitere Aus- 
dehnung nach der Längenachse unmöglich zu 
;machen. Der sich zwischen den beiden Metall- 
schienen 8 8 fortschiebende mittlere Zweig des 
Trägers, der den graduierten Kreisbogen hält, 
trägt in der Mitte der ganzen Ellipse einen 



Figur 136. 
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Zapfen oder Stift, auf welchem lose ein Köll- 
chen sitzt. Ueher letzteres ist eine feine Darm- 
saite herumgeschlungen und mit ihrem einen 
Ende an dem Vorsprung f, mit dem andern aher 
an die Feder gh befestigt. Letztere ist der 
grösseren Stärke wegen doppelt, und aus einer 
starken Taschenuhrfeder gemacht; sie ist in 
einem Einschnitt einer kleinen Querstange bei 
g festgekeilt und geht, freigelassen, bis an den 
Bügel des Dynamometers zurück, ist aber so 
gespannt, dass sie den auf der Rolle befind- 
lichen Zeiger bei der Verkürzung der kleinen 
Achse bis d^ hinzieht, während sie bei Ver- 
längerung derselben sich bis zur Rolle hinziehen 
lässt. Der Zeiger z sitzt auf der Rolle durch 
Reibung fest, so dass er sich wie ein Uhrzeiger 
stellen lässt, aber dennoch mit der Rolle fort- 
geht; sein freies Ende gleitet auf dem Grad- 
bogen und die von ihm erreichten Zahlen resp. 
Teilstriche geben die Grösse der ausgeübten 
Kraft an. Die Einteilung des Kreisbogens ist 
empirisch, durch angehängte Gewichte ermittelt. 
Dieses Dynamometer eignet sich nicht allein 
um die Kraft beim Ausspannen oder Zusam- 
menziehen der Arme, beim Ausstrecken der 
Beine etc. zu messen, sondern seine geschmei- 
dige Form und Dauerhaftigkeit macht es auch 
zu anderen Messungen, zur Schätzung der Kraft 
der Zugtiere, Beurteilung der Reibung der Fuhr- 
werke etc. brauchbar. 



1). Gelöste Aufgaben. 

Aufgabe 64. .Wie verhalten sich die 

relativen Festigkeiten zweier Balken ans Anflösang. Nach Formel 16). Seite 82 

gleichem Material, von welchen der eine ist die Tragfähigkeit eines Balkens von 

9 m lang, 8 cm breit und 6 cm hoch, der rechteckigem Querschnitt: 

andere 12 m lang, 6 cm breit und 8 cm 1 bh^S 

hoch ist? ^ = -Q J— 

folglich verhalten sich die relativen Festig- 
keiten zweier Balken von demselben Material : 

2 






"2 

oder ftlr den vorliegenden Fall ist: 

^ ^ 8.6.6 6.8.8 

^* ' - ~9ÖÖ~ * 1200 
oder: 

Pi : Pj = 1 : 1 

d. h. beide Balken haben dieselbe Trag- 
fähigkeit. 



Aufgabe 65. Wie ändert sich die Trag- 
fähigkeit eines Balkens von 15 cm Breite, Auflösung. Nach Gleich. 16). Seite 82: 
9 cm Höhe und 4 m Länge, je nachdem 1 bh^s 

derselbe auf seine breite oder schmale Seite ^ ~ "6" — i — 

aufgelegt wird? .g^ ^^^ Verhältnis der Tragfähigkeit in den 

beiden fraglichen Fällen: 



f 
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„ ^ 15.9.9 9.15.15 




"i • -»^2 4 • 4 


oder: 






Pi : Pj = 9 : 15 


oder: 


n 




Pt:Pj = l:l| 



Anfgabe 66. Wie verhält sich die Trag- 
fähigkeit einer cylindrischen Stange zu der 
einer quadratischen yon gleicher Qaer- 
schnittsfläche bei gleicher Länge und glei- 
chem Material? 

Hülnreohniing. 
3 



AnflÖBong. Die Tragfähigkeit einer Stange 
von quadratischem Querschnitt und der Seite 
a ist nach Gleichung 20). Seite 84: 



^' = t 



1 a3S 



l 



oder: 






Die Tragfähigkeit einer cylindrischen 
Stange vom Durchmesser d ist nach Glei- 
chung 7). Seite 99: 



_ 1 (g^TgS 



denn da die Querschnittsflächen inhaltsgleich 
sein sollen, so muss: 

4 
oder: 



Lassen wir die gleichen Faktoren -y aus 



a^ = 



beiden Formeln weg, so verhält sich: 



l 



n 



oder: 



=v^ 






P, : P, = 



a' 



ä^n 



sein. Setzen wir diesen Wert für a in die ge- 
gebene Proportion ein, so erhalten wir die oben 
Yerzeichnete Proportion oder: 



d3 



- 3 



Pi:P2 ^^nyfn'.4^d 



oder: 



8 



16 



'TT 



P^-Pj = ^/'n^ 



oder da ^8,14159 = 1,772 ist, 

2|214 
189 



6 32 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

Pi : Pj = 1 : 0,846 

d. h. die Tragfähigkeit einer Stange von 
quadratischem Querschnitt verhält sich zu 
der Tragfähigkeit einer Stange von cylin- 
drischem Querschnitt bei gleicher Quer- 
schnittsfläche, gleicher Länge und gleichem 
Material wie: 

1 : 0,846 
oder wie: 

1,182 : 1 



34|2515 
2429 

354|8690 
7084 



160600 

Pt : Pj = 1,772 : 1,5 
oder da: 

15000 : 1772 = 0,846, so ist 
1417 6 

— 824Ö Pi : P, = 1 : 0,846 

7088 



11520 
10632 
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Aufgabe 67. Ein an einem Ende einge- 
mauerter Balken von Eichenholz hat 18 cm 
Breite, 20 cm Höhe und 4 m freie Länge ; 
welche an seinem freien Ende hängende 
(kleinste) Last würde ihn abbrechen und 
welche kann er sicher tragen? 

(S == 120 kg pro ncm bei lOfacher Sicher- 
heit.) 



Anflösong. Nach Gleichung 16). Seite 82 
ist die Tra^higkeit: 

6 ' l 



P = 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

J^ 18 . 20 . 20 , 120 

6 ' 6.400 

oder: 

P = 360 kg 

d. h. der gegebene Balken wird am freien 
Ende bei lOfacher Sicherheit eine Last von 
360 kg zu tragen vermögen, oder bei einer 
Belastung von 8600 kg eben zerbrechen. 



Aufgabe 68. Welche Last würde der- 
selbe Balken mit Sicherheit tragen, 

a). wenn er an einem Ende eingemauert, 
die Last aber gleichmässig über seine ganze 
Länge verteilt ist; 

b). wenn er an beiden Enden auf Stützen 
liegt und die Last in seiner Mitte wirkt; 

c). wenn er an beiden Enden unterstützt 
und die Last gleichmässig über seine ganze 
Länge verteilt ist? 



Anflösong. a). Nach Antw. auf Frage 90 
Seite 118 ist die Tragfähigkeit im vorlie- 
genden Fall doppelt so gross, als wenn die 
Last an einem Ende wirkt, also mit Bezug 
auf die Lösung der vorigen Aufgabe ist: 

P = 720 kg. 

b). Nach Antw. auf Frage 93 Seite 124 
ist im genannten Fall die Tragfähigkeit vier- 
mal so gross, als wenn der Balken an einem 
Ende eingemauert, am andern Ende belastet 
ist, also: 

P = 4 . 360 oder P = 1440 kg. 

c). Ist der Balken in zwei Punkten ge- 
stützt und die Last gleichmässig über die 
Balkenlänge verteilt, dann ist nach Antw. 
auf Frage 93 : 

P == 8 . 360 oder P = 2880 kg. 



Aufgabe 69. Ein Holzstab mit quadra- 
tischem Querschnitt von 2,634 cm Kante ist 
in seinen beiden Enden so gestützt, dass 
zwei seiner Querschnittskanten horizontal 
laufen. Die beiden Stützen stehen 98 cm 
von einander ab und ein in der Mitte wir- 
kendes Gewicht von 100,8 kg bewirkt den 
Bruch. Wie gross ist demnach die relative 
Festigkeit des Stabes pro Dem? 

aufgCi. 3 .. 100,8 . 98 __ 302,4 . 98 
V 2 . 2,6343 — 2 . 2,6343 



Aullösung. Nach Gleich. 20). Seite 84 ist: 

wenn der Balken an einem Ende eingemauert 
und am andern belastet ist. Im vorliegen- 
den Fall ist aber die Tragfähigkeit vier- 
mal so gross, oder: 



^=1 



l 



woraus sich ergibt: 
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302,4 . 98 



24192 


2,6343 = log 2,634. 3 


27216 
29635,2 


log 2,634 = 0,4206158 

.3 




1,2618474 
num-log = 18,275 

.2 


29635,2 : 36,55 
29240 


36,55 
» = ca. 810 


3952 
3655 





s = 



3PZ 

2a3 



oder die entsprechenden Zablenwerte ein- 
gesetzt : 

g _ 3 . 100,8 . 98 
2 . 2,6343 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung ist 
der Festigkeitskoeffizient : 

S = 810kg pro Dem. 



2970 



Aufgabe 70. Eine an dem einen Ende 
befestigte, am andern Ende mit 1000 kg 
belastete, 1;5 m lange Flach eisenschiene hat 
die Breite 6 = 3 cm. a). Wie gross muss 
die Höhe sein, wenn S = 800 kg pro Dem. 
b). Wie gross ist der Pfeil der Biegung, 
wenn E == 2000000 pro Dem? 



Aullösang. a). Nach Formel 16). auf 
Seite 82 ist die Tragfähigkeit 



^ = -6- 



l 



und hieraus ergibt sich für die zu suchende 
Grösse : 



Hüisrechniingeii. 



n = Y 



1) 



...V 



6 . 1000 . 150 



3.800 
V25.15 = 5 Vis"; 



'V 



6PZ 



100 . 15 



yw = 
9 

6|600 
544 



3,873 
.5 



19,365 



2). 



4 . 1000 . 1503 



7615600 
5369 

4.153 



2250 



2000000.3. 19,3653 6. 16,365 3 19,365= 

log 19,365 = 1,2870175 

.3 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 

__ -t/ 6. 1000. 150 
V 3.800 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 

Ä = 19,365 cm 
d. h. die Höhe der Schiene beträgt 19,36 cm. 

b). Nach Gleichung 2). Seite 114 ist der 
Pfeil der Biegung: 

4PP 



8 = 



E&Ä3 



3,8610525 



log 2250 = 3,3521825 
— log 19,3653 = 3,8610525 



log» = 0,4911300-1 
mithin : 

num log s oder s = 0,30984 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 

_ 4.1000.1503 

^ — 2000000.3.19,3653 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 

s = 0,30984 cm 

d. h. das äusserste freie Ende der Schiene 
erleidet eine Biegung von 0,3098 cm oder 
ca. 8,1 mm. 



Aufgabe 71. Wenn sich eine parallel- 

epipedische gusseiseme Stange von 5,2 cm . „.. ^^ ^ ^, . 1. .s i-r, .. 

Breite und 1,3 cm Höhe durch ein in der Auflösung. Nach Gleichung 4). auf Seite 

Mitte aufliegendes Gewicht P = 9 kg um 131 ist bei einem an beiden Enden ge- 

0,65 cm gesenkt hat, während die Entfer- stützten und in der Mitte belasteten Balken 

nung l der Stützen 1,56m beträgt, wie gross der Pfeil der Biegung: 

ergibt sich dann der Elasticitätsmodulus des ^ _. 

Gusseisens pro Dem? 48 ET 
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9.1563 



HiUsrechnong. 



9.1203 9.6.120.30 



4.0,65.5,2.1,33 — 4.0,65.5,2 0,13.1,3 

194400000 : 169 = 1150296 - 
169 



254 
169 

850 
845 



500 
, 338 



1620 
1521 



990 



Nach Gleichung 14). auf Seite 82 ist 
für einen Balken von rechteckigem Quer- 
schnitt: 

T = ^Ik^ 

und wenn wir diesen Wert in die obige 
Gleichung fttr T einsetzen, so ist 

und hieraus ergibt sich für die unbekannte 
Grösse : ^ „ 

PZ3 

"" Asbh^ 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

E = 



9.156« 



4 . 0,65 . 5,2 . 1,33 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

E = 1150296 

d. h. der Elasticitätsmodulus des unter- 
suchten gusseisemen Stabes ist pro Quadrat- 
centimeter Querschnittsfläche = 1150296 kg. 



seien a und h, die Höhe h. 



Aufgabe 72. Es ist das Trägheitsmoment 
T, sowie das Widerstandsmoment oder der Aaüösung. Wir denken uns das Parallel- 

Querschnittsmodulus ^ für ein Parallel- ^'^^P^^ (^^«; 1^^) «^^ zwei Dreiecken zu- 

J^ sammengesetzt, und suchen zunächst das 

trapez zu berechnen^ Die parallelen Seiten Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse 

'""' ' ^1^1» welche durch die Grundlinie a des 

Dreiecks I, aber durch die Spitze des Drei- 
ecks II geht. Das Trägheitsmoment eines 
Dreiecks, bezogen auf dessen Grundlinie, 
ist aber nach der in Erkl. 78 gegebenen 
Formel 41).: 

aÄ3 



TZ, 





Figur 137. 








b 








^ 




"N 




/•-■-.... 


K 


\1 


7,:/ 


I » - :- 




\-f 


7 


1 




-•-■\-i 


V 






y 



Ti = 



12 



TV 



oder da & die Grundlinie oder Basis 
bedeutet und diese in Fig. 137 = 
a ist, so ist für Dreieck I : 

a). "" 



Ti = 



12 



aV' 



n. 



CL 



b). 



und nach der in Erkl. 78 gegebenen 
Formel 42). ist das Trägheitsmoment 
in Bezug auf eine durch die Spitze 
gehende Achse für Dreieck II: 

1 



Tii = 



6Ä3 



Die Summe dieser beiden Trägheitsmo- 
mente ist aber das Trägheitsmoment des 
Paralleltrapezes in Bezug auf die Achse n^n^ 
und ist also: 

Ti = ^aÄ3+l6Ä3 
oder : 
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1 



Ti = 



-j2-Ä3(a + 35) 



Hilisreohnimg 1. 



Nach der in Antw. auf Frage 59 ent- 
wickelten Formel 17 ist aber das Trägheits- 
moment in Bezug auf die neutrale Achse 

c) T = Tt — Y^F 



T-iAsr ^^h\ (^+^)^ (a+2hyh^ Nach Erkl. 65 geht aber die neutrale 

12 '^"r^^"" 2 (a+6)'.9 Faserschicht nn durch den Schwerpunkt 

oder: des Paralleltrapezes nnd es ist deshalb zu 

T ij.3/ I Qj.\ ^ %i (« + 26)* wissen nötig, wie gross der Abstand x 

^ - 12 '^ (a+»ö) — j-gÄ .-^_ ^p.^ jgy^ .^^^ ^ ^ ^.^ j^^^j^ ^g^ Schwer- 

oder: punkt über der Grundlinie a liegt Nach 

T — i.Ä3ra-u<iÄ^ — i-Ä3 <** + ^<»6 + ^6^ Antw. auf Frage 87 in R, Klimpert, Lehr- 

1-12« ^^-Too) jg« . ^_l_^ ^^^j^ ^^^ g^^^.j^^ .g^ .^ vorliegenden Fall: 

oder* 

T^l 1 p(aH-3fe)(a-h6)-2(a»-h4aft+46»n ^j = -^^^--^ = Y 

^-86'^[ J+i J « + ^ 3 

oder : und der Flächeninhalt des Paralleltrapezes ist 

oder: ' 2 

T = 3^ AM ^ « j setzen wir diese Werte in die Gleichung c)., 



4»,.+,,_(^).|J.«+».. 



so ergibt sich für das Trägheitsmoment: 

HUisrechnimg 2. ^^ 

,oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1: 

Setzt man in Ä — x [siehe Gleichung e).] für 1 /(|i_L_4a6-|-6»\ 

a-h2& h ,^. A). . . T = öfl'^M — — rr^ — ) 

X = — -r^r-'-ö-i so erhält man: ' 36 \ a + 6 / 

a-j-5 3 

Da der Abstand der äussersten Faser- 
schicht von der neutralen Achse nn = x 
, , a-t-o ö Pggp ^__^ beträgt, so sind die Wider- 

^ ^^' Standsmomente oder Querschnittsmoduli: 

oder: n __ ^^ ^ + ^ 



oder: 



Ä- 


a + 26 

a-t-6 


3 




Sh{a 


+ 5)-Ä(a 


+ 


25) 




3 (a + ft) 






h[S{a + h) (a- 


+ 2 


16)] 




3(a + 5) 






^(3(] 


t + 36 — a 


-2 


16) 




3(a + fe) 






Ä(2a + &) 







X 



oder: ^^^ 1 ^, (a2+4a6 + 62) 



X n 36 '^^* a + 6 

oder den entsprechenden Wert für x ein- 
sV^ZTm" gesetzt: 

^ ^ ^ ^ _ y>3( a2+4a6+^>^)3(a+&) 



und 



36(a + 6)Ä(a4-2&) 
Ä3(a*-l-4a&+6«)3(a4-6) 



'^ ~ 36(a + 6)Ä(2a + 6) 

Q^of . (8. Hilfsrechn. 2 

B). . . Q.-32'''- a + 26 

und 
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Aufgabe 73. Berechne a). das Träg- 
heitsmoment T in Bezug auf die nentrale 
Achse für den in Fig. 188 vorgezeichneten 
Querschnitt , wenn die eingeschriehenen 
Masse Centimeter bedeuten. 

b). Wie gross ist die Tragfähigkeit dieses 
in Fig. 138 im Querschnitt dargestellten 
T-Eisens, wenn die freie Länge einer mit 
ihren beiden Enden eingemauerten Schiene 
6 m beträgt und die Last gleichmässig über 
die ganze Länge verteilt ist und wenn S = 
900 kg? 

c). Wie gross würde die Tragfähigkeit 
sein, wenn die Schiene an einem Ende be- 
festigt und am andern belastet ist? 

d). Wie gross ist in den beiden vorer- 
wähnten Fällen die Tragfähigkeit, wenn das 
Eigengewicht der Schiene mit in Eechnung 
gebracht und für das spez. Gewicht = 
7,788 gesetzt wird? 



Figur 138. 



-—js ^ 



n~ 




-'-'-^-3 



a 



I 

J6 

I 

I 



S2 



i 
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■^ 



X 



Auflösung. Es ist zunächst die Lage der 
neutralen Achse der in Fig. 138 gegebenen 
unsymmetrischen Querschnittsform zu be- 
rechnen und danach das Trägheitsmoment 
zu ermitteln. Wir haben demnach hier in 
ähnlicher Weise zu verfahren, wie es bereits 
in Antw. auf Frage 65 gezeigt wurde. Zur 
Bestimmung der Lage der neutralen Achse 
benützen wir die Gleichung 12). auf Seite 80, 
wonach der Abstand x der neutralen Achse 
von der Grundkante aa durch die Gleichung 

_ fi!/i+f2!/2"' + fn2/n 
/l ~r / 2 • • • • /n 

ausgedrückt wird, wenn f^, f^ etc. die ein- 
zelnen Flächenstücke und y^, y^ die Ab- 
stände ihrer Schwerpunkte von aa bezeichnen. 
Zunächst ist im obersten Teil des Quer- 
schnitts ein Bechteck vorhanden, dessen 
Fläche 

/; = 33.2 oder 66 

und der Abstand des Schwerpunkts, welcher 
bekanntlich mit dem Mittelpunkt der Fläche 
zusammenfällt, ist 

y,= 99 
folglich f^ 2^, = 66 . 99 

Hierauf kommen zwei Winkeleisen, deren 
jedes kann zusammengesetzt sein aus einem 
Rechteck von 1 Höhe und 9 Breite und von 
8 Höhe und 1 Breite. Die beiden ersteren 
betragen 

f^ = 1.9.2 oder 18 

und der Abstand ihres Schwerpunkts von 

aa ist 

y^ = 97,5 

a^so f^y^ ^ 18.97,5 

die beiden letzteren zu den Winkeleisen ge- 
hörigen Rechtecke betragen: 

f, = 2.8.1 

und der Schwerpunktsabstand: 

y, = 93 

*^'^ f,y, = 16.93 

Der Flächeninhalt der Mittelrippe ist 

A = 98 . 1 
und der Schwerpunktsabstand derselben: 

n = 49 
alßo f^y^ = 98.49 

und endlich sind noch zwei Rechtecke vor- 
handen, deren jedes 
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Preisgekrönt in Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

\)\t^nt\n Wfivkt wokhem kein &hnllc1ies zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
llnfi^n m dim hllllNren Pret«e von 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
NiHH tiMtl priikÜNchNten Atifgabon aas dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mmilianlk^ miiih. (üeourraphie , Astronomie, des Maschinea-, Strassen-, Eisenbahn-, 
llrll(tk(<n* und HoohbaiieS) dos koastruktiren Zeichnens etc. etc. and zwar in Tollst&ndi^ 
VitlUpiiAr Formt tnit Ylelen Flgaren, Erklärungen nebst Angabe and Entwiekelnng der 
WniiiNien SliiMOi Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösang 
Jt^ilormunn vt^mtltndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
NoliltinitM tHi| da diciielben stoh In ihrer Gesamtheit ergänzen nnd alsdann anch alle 
IVIIi^ dt^r n^lnon und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
rtnK«»<)rd«i»t yorliogon, 

KiiMt Jmlom tiefte ist ein Anhang von ungel5sten Aafgaben beigegeben, welche der 
«^Ifft^ut^n t<<\i(Uhtf (i*^ analo)tor Korm wie die bezüglichen gelösten Aafgaben) des Studierenden 
nb(»i'U»i«<^u bloibon, and «ugloich von den Herren Lehrern fQr den Schalanterricht benatzt 
wt^rdi^n K«^ln\on« l>io LUsangon bierza werden später in besonderen Heften far die Hand des 
lit^hri^i'« t^rKObi^ii^on Am Schlusj^o eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
WW, U«^r(ohti|rnnut^« und erlÄutorudc Erkl&ningen über das betreffende Kapitel zor Aasgabe. 

iV<^;« Wi'fk bohAnt^oU «unäohst den IlauptbesUndteii des mathematisch-natarwissen- 
«^')^At>hoh^n Vi)tornohtj(pUno$ fi>l^?t^n^ior Schalen: Realschnlen L nni IL (Mb., gleich- 
Wr^)il)«rl^ii l^ol^r^^Mi lt«nB<'rscha1en, Privat schalen, Gymnaalca, BMlgyHnasieny Pro- 
«t>M«M^i^n% S^'hiiUt^hrt'r« Seminaren« P«1jt4^hniken, Tedttikea, Bu^w^rksekalen, 
t^y'\i^^rW^hiil<'«« Hand<'ls!äc))«l^n« t^chn. T0rber^itnnfrs$rh«l«n aller Aiten, gewo^liehe 
INMiMUvuMevxy»)^«)««« Akad<^«iifn« rnuf^rsiläten, Laad* md F t st w iHa cM ch allMchnlen, 
lÜiltll^nixh^lyvvi« \^lK^TriTiiMr$«Ansta]t<^n Äi>r Arten ah a. B. far das Ki^^kriir- Frei- 

;^:f SoliW« Sindtf^Ty^A^on i:i>^ Kan^idal^n der nixb^matischefl, le^niachen nnd 
t»A^^;1'%•lKsv^<^,-'>.*•^^,>>f•lr; Kj^a-rr vfr^-ifi: »^r.rri ö:f*s^, Stlirilt flrSdHrHt ardinla» Anfgaben- 
$i»fr>yf..i.it^ ihMwM^iVr^^Ä Ar /i.rr ii: afr >.>.«> <'^fr■^^^fx•Ml ^^«■ xnr eebostm Theorien etc. 
t^rir-nKN «i^ß >c£ :i.pf>r. ^.-f^rrr.i ßfr XV"«: r,:m anf^lKarftt Atftijöf« der Losugen der- 

^^M.i^i iu*»i"$,J>f»T. ^^f^ii':. ^^pK'ht ü^t W: :>.rfii Prifiin4nHi rt ihsan ^&)^fli, ngieich aber 

,V«r \.f*hrfsr snl mi; (h:><»fc Ai,"ri.>»rji>uiiT.Tr. ti.t *^:n«* krif^ir* S*ti«e ftr den Schal- 
en ^^^^•vlv; ^>hAi5>r ^v.-»hM.. uu'^'iT rur <•• '^^TI,wr f.» |C^T:>»rirt«i f«l* tfr ■tttheMatischen 
;'^is5,'ijiUr»7»r - »ina HuTiJ^wi. '*'«i. Aittihf« — «; cm: Tr^i^ciu: >»ri»ui«: fA ksme Zeit er- 
»•♦«•V. %*.'^.t:>i tsixii tn*»''BitT 3i]»ivr Qvtt. S.!' »fr hf*: <«f».nM bfcnsii'rjtm: ArMöMa eine toU- 
>is:vin:'^^ ^ntj^'inn; u viv fi;juH r'>Ci'i»rj. v';ri. w;T>sf*rw*.bfajdf- aultiiililft sa Rna« die ge- 
lothtnt. UArr'»)!». "f «"••"»ii», ^ü'jH j»ix. bn7t^'f^i?0f'.n nt-i. i»rÄir.7srt ra viihpiiHä Las!» Liebe 
»ir. ^ ,'»^b**-.i:;r^ M* it^ > 'inir.iiii-'"— » «i«: « ru »JviM-','! I*!». fr urc ^ f Vf-Vx w«r>ien. 

<^M >t«»niM"ir-«i . »»^^^iiii^^T«! ^ ir?»H>ii.io'^ UM. i H li^nr^isia äImc Art, Militärs 
'M, ,>tH. Sil tit-*^ >,in\r.i:»i:i: äht ^.^lf^r^*»^lnl^c f*p.' «»''Vk-h m^m. uvl r%fil«urän wUfe&senen 
»•.»ij!i ^R.:l^^t';':n i '"'mm^ft!«* iitt^v^i unt. 7»:c« »vi «ui^*.'! h^'^i nrJiirKi'wbrai ä allt« Berafe- 
%**^'^K'^ '•n'SjrtÄHH'nu»'»! ».i»¥f'*iuiinti'»»i "MX 'H T#«tr»i VtiTiiti«. *r»l»f»-i»ilK?t £tä^ ^«€ihcn and 
>t\«vi a^i •,n:"*i«»i »I x'.;!'""*: ii'^sUiVi'Mf»! * nr^*f»*'»iii|C»i »»<^* ^oitfi'-i^ IFic^iaHmcCB geben. 

V« *i.\ .i.ir. '.•.;;'!;* "i n m wi »t^t '..»rx^M M»;*rv^-t. V'^'t^-ut nw. TcaiSÄCfce Attf- 
,.»\M >-v.j-i r.x '>:»••; • '.^ 4^"" i. .;..,:,.: -; to" v**.^*''»^* •'*•* '^ "'^* mi: M^«»^ Ä*" tarnen 
> ^-\- ;*^, "\ .; r< -4- "'-o'* ^t^. X .-:x. ,h ».'.:.,".%: »-.^ftt'T niaiac nie Verfasser, 



Gelöste Aufgaben über die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit. 177 



HiÜBrechnungen. 



1). 



99.66 

594 
594 



6534 



97,5 . 18 

7800 
975 

1755,0 



93.16 

558 
93 

1488 



98.49 





882 




392 




4802 


6534 


66 


1755 


18 


1488 


16 


4802 


98 


512 


64 



64.8 
512 



15091 
1310 

1991 
1834 



262 = 57,6 



1570 
1572 



2) log 42,4 = 1,6273659 

• «5 



4,8820977 
4- log 33 = 1,5185139 



6,4006116 
num-log = 2515426 

log 40,4 = 1,6063814 

.3 



4,8191442 
+ log 14 = 1,1461280 

5,9652722 
num-log = 923150 

log 39,4 = 1,5954962 



4,7864886 
+ log 16 = 1,2041200 

5,9906086 
num-log = 978608 

log 31,4 = 1,4969296 

.3 



4,4907888 
+ log2 = 0,3010300 

4,7918188 
num-log = 61918 

log 57,6 = 1,7604225 

.3 



5,2812675 
-flog 5 = 0,6989700 



5,9802375 
num-log = 955515 

Klimpert, Elasticitftts- und Festigkeitslehre. 



oder beide 



also 



16.2 = 32 

h = 64 
und ihr Schwerpanktsabstand : 

f^y^ = 64.8 

Setzen wir alle diese Werte in die obige 
BestimmangsgleicbuDg für x, so ergibt sich: 

_ 66.99+18.97,5 + 16.93+98.49+64.8 
*~ . 66 + 18+16 + 98 + 64 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 1). : 

X = 57,6 cm 

d. h. die neutrale Achse liegt in 57,6 cm 
Entfernung parallel über aa. 

Zur Bestimmung des Trägheitsmoments 
denken wir uns die oberhalb der neutralen 
Achse liegende Querschnittsfläche bestehend 
aus einem Rechteck Ton der Breite 33 und 
der Höhe 100 — « = 100 — 57,6 = 42,4 
und subtrahieren hiervon jederseits je ein 

Rechteck von der Breite bc =2 (33 — 19 = 7 

und der Höhe 40,4, ferner ein Rechteck von 
der Breite cd = S und der Höhe 39,4 und 
endlich ein Rechteck von der Breite 1 und 
der Höhe 31,4; unterhalb der neutralen Achse 
besteht der Querschnitt aus einem Rechteck 
von den Dimensionen 5 . 57,6 minus zwei- 
mal einem Rechteck von 2.41,6, demnach 
ist nach Gleichung 13). auf Seite 81 : 

T = |6Ä» 
im vorliegenden Fall: 

T = i-[33.42,43— 2.7.40,43-2.8.39,43- 
2.1.31,43+5.57,63-4.41,63] 

oder nach nebenstehender Hilfsrechuung 2). 
ist das Trägheitsmoment: 

T = 406433 

b) Zur Ermittelung der Tragfähigkeit 

dient die in Antw. auf Frage 101 gegebene 

Gleichung: 

* PZ = 12QS 

Die Querschnittsmoduli oder Widerstands- 
momente sind, da die Entfernung der äus- 
sersten Faser von der neutralen Achse nach 
oben 42,4 und nach unten 57,6 ist und 

T 
Q = -y- beträgt: 

_ 406433 
Sil — 



und 



Q2 = 



42,4 

406433 
57,6 



12 
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S). 



4\ 



^.. 



log 41,6 = 

+ log 4 = 
num-log = 



1,6190933 
.8 



4,8572799 
6,6020600 



5,4593399 
287965 



+ 2515426— 923150 

955515 978607 

61918 

287965 

3470941' 



- 2251641 = 
1219300 : 3 = 40i>433 



40i>4330 : 576 
4032 

3233 
JSSO 

3530 
24h6 



76 = 7056 



12. 7056. »««.^ 



t>oO 



= 2.7056.9 
= 13.7056 



5644S 

7056 

i2T'j08 



157.2 . 7. TS* 

:-257o 

1257*5 

i:«M)4 



12:24.2^^ 



titTfHJWiiwnnitu Q^ 



In der Praxis wird stets der kleinere Wert 

von Q genommen, also im vorliegenden 

Fall ist: 

_ 40643 3 

^ — 57,6 

oder nach Hilfsrechnnng 3).: 

Q = 7056 

und da der Sicherheitskoeffizient pro Gern 
= 900 und die L&nge = 600 cm beträgt; 
so ist die Tragfähigkeit: 

12 . 7056 . 900 



P = 



600 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 4). : 
P = 127008 kg. 

c). Wäre die Schiene an einem Ende be- 
festigt und am andern belastet, so würde 
die Tragfthigkeit nnr den 12. Teil der 
unter b). berechneten Grösse betragen, also 



P = 



127008 
12 



od«r: 
sein. 



P = 10584 kg 



d). Das Eigengewicht des Trägers ergibt 
sieiu wenn man das Yolnmen mit dem spezi- 
6sehen Gewicht mnltipliziert. Nach Hilfs- 
rechnnng IV beträgt die Gesamtqnerschnitts- 
tidche 262 Com and somit das Yolnmen 
bei 600 cm Länge : 

T = 262 . 600 

oder: 

Y = 157200 kern. 

Jeder Kobikcentimeter Eisern wiegt 7,788 g 
und somit ist das Gewicht der freien Länge 

de* T-Trägers: 

loT^t^ . 7,788 



G = 



1000 



oder n^*k nebeostehender ffilfsreehnnng 5). : 
G = ca. 1225 kg. 

Ist nitA der Träger mit seiaen beiden 
Enden ein^maiteft und die Last (^eich- 
massi^ iiber seine Länge verteih, so ist, 
lutcer BenLcksichogung seiMsJ^gengewichts, 
n^^h lirkJL 115: 



Zea jt»Q*«osgeni*niimi Biuch. kann, nuui ancb: 

sciiPiibea: 

P = - 



mtd :»mit: 



:.,F--G =r 6QS 



l:i*J> — GJ 



Tie Ä^sw r.:l!te jmf ter recht«! S^ite der ^ ■ 

v^ieivtiiuiü .£*iH ie!i:!«ib«>!i Wert* dwi ^tr ber^tt:^ 

a«*cd diit^w^nnuiiir * . ^mitteit liabeu» uiui $o- ^»i^*»' ^<? euct^^rechemtett Zahienweite ein- 
mit u« ^eicer aitacs lu :iiuu» ;us a;;is c:^«Jtt- jj:es«?C^C 
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gewicht des Balkens von der Gesamttragfähig- 
keit zu subtrahieren, vorausgesetzt, dass die Ge- 
samttragf&higkeit bereits berechnet ist, also ist: oder: 

P = 127008 kg — 1225 
oder: 

P = 125783 kg. 



P = 



12 . 7056 . 900 — 1225 . 600 
600 



7) 10584 

6 12,5 

9971,5 



P = 125783 kg (8. HilfBiechnimg 6). 

Ist der Balken aber an einem Ende ein- 
gemauert and am andern freien Ende be- 
lastet, so ergibt sich seine Tragfähigkeit 
unter Berücksichtigang seines Eigengewichts 
nach Erkl. 104 aus der Formel: 

z(1g + p) = qs 

oder: q g 



P = 



QS 



l 



-i" 



-j— wurde aber bereits unter c). be- 
rechnet und dafür 10584 kg gefunden und 
somit ist: 

1225 



oder: 



P = 10584 — 



P = ca. 9970 kg. 



Aufgabe 74. Wie hoch lässt sich in einem 
Getreidemagazin das Getreide aufschütten, 
wenn der Bod^n auf Balken von 7,85 m 
Länge, 26 cm Breite und 32 cm Höhe ruht, 
die Entfernung zwischen den geometrischen 
Achsen von je zwei Balken 1 m beträgt, 
und ein Liter Getreide = 780 g wiegt? 

(S = 90 kg pro Q cm.) 



AuflÖBiing. Im vorliegenden Fall ist an- 
zunehmen, dass die Balken an beiden Enden 
eingemauert sind und somit gilt die auf 
Seite 130 gegebene Gleichung: . 

PZ = 12QS 

oder da nach Gleichung 15). auf Seite 82 
im vorliegenden Fall: 



1). . 



Hillsrechnungen. 
2.90.26.32.32 2.18.26.32.32 



Q = -^hh^ 



785 



157 



2.18 = 



so ist: 



und somit: 



36 . 26 . 32 32 

216 1024 
72 

936 
1024 

3744 
1872 
9360 

958464 : 157 = 6105 
942 

164 
157 



PZ = 



P = 



12S.&^^ 
6 

l 



764 

785 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

_ 2 . 90 . 26 . 32 . 32 

"" 785 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

P = 6105 kg. 

Die Fläche zwischen je zwei Balken be- 
trägt 785 cm an Länge und 1 m an Breite, 
folglich 78500 Dem und die hierauf kom- 
mende Belastung 6105 kg. 

Ist nun die Fläche x cm hoch mit Ge- 
treide bedeckt, so hat ein Balken die Last 
von 78500 :e ccm Getreide zu tragen. 1 Li- 
ter oder 1000 ccm Getreide wiegen aber 
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780 g oder 0,78 kg und somit besteht die 
Gleichung : 

., 6105.1000 6105 78500a; . .^ ^..^ 

^J' • — 78500.0,78 = 157.0,39 "lÖÖÖ"*^'^^ "- ^^^^ 

157.0,39 ^^"'^ 6105.1000 

1413 78500 . 0,78 

471 oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 

. 61,23 : 6105 = ca. 100 ^ ^ 100 cm 

d. h. das Getreide kann bei zehnfacher 
Sicherheit 1 m hoch aufgeschüttet werden. 



Aufgabe 75. Wie stark muss eine ronde 
hölzerne Wasserradwelle von 3 m Länge 

sein, wenn dieselbe in dem Bad samt dem Auflösung. Nach der in Antwort auf 
eigenen Gewicht die ziemlich gleichmässig Frage 99 gegebenen Formel ist: 
verteilte Last P = 5000 kg zu tragen hat? p^ __. gog 

, (S = 60kg pro Dem.) oder: 

~ l 

Nach Gleichung 6). in Antw. auf Frage 71 
Hilfsreohnung. ist für kreisförmigen Querschnitt: 

« V ^ = i^'^ 

5000.300 1 / 100000 ,„ ^"^ 



-\ / 4.5000."3Ö0 __ -V /' 
V 3.14159.60 ~ V 



also: 



3,14159.60 V 3,14159 Sd^nS 



log 100000 — log 3,14159 32 . l 

log 3 und hieraus ergibt sich für: 



log 100000 = 5,0000000 



3 



— \ogn = 0,4971499 ^t = ']/ 

3 : 4,5028501 y nS 

logi = 1,5009500 oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 

mithin : ffesetzt * 

num-logd[ oder d = 31,962 scoct/.t. ^ 

, _ 1/ 4.5000.300 
~ y 3,14159.60 

oder nach nebenstehender Hilfsrechn. ist der 
Durchmesser t? = 32 cm gross zu nehmen. 



Aufgabe 76. a). Ein runder Baumstamm 
von 24 cm Durchmesser und 7 m Länge, 
der in seinen Endpunkten unterstützt ist, 

hat welche Tragkraft, wenn der Sicherheits- Auflösung, a). Da die Last gleichmässig 

modulus S = 63 kg pro Dem beträgt und verteilt ist, so gilt hier die in Antw. auf 

die Last gleichmässig verteilt wirkt? Wel- Frage 99 gegebene Formel: 

che Tragkraft hat der aus demselben ge- p? onQ 

zimmerte Balken mit dem denkbar grössten P ? - 8 Q S 

quadratischen Querschnitt b). wenn eine ^^®^ ^^ Q ^^ vorhegenden FaU nach Glei- 

Quadratseite horizontal liegt, c). wenn eine ^'^^^S 6). auf Seite 99 : 

Diagonale horizontal liegt, d). welches ist q __ _L.^3^ 

die denkbar grösste Tragfähigkeit bei recht- 32 

eckigem Querschnitt? ^^ ist: 

^ ^ "TT"" 
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HülBreohnungen. 
1) log 24 = 



mithin : 
num-log P 



log TT 

-f- log 63 

— log 2800 
logP 

= 977,16 



1,3802112 
^ 

4,1406336 
= 0,4971499 
= 1,7993405 

6,4371240 
= -3,4471580 

= 2,9899660 



4.(0,707.24)3.63 _ 16,968^.3 
'* * • 3.700 "" 25 

log 16,968 = 1,2296307 

.3 



3,6888921 
+ log3 = 0,4771213 



4,1660134 
— log 25 = 1,3979400 



log P = 2,7680734 
niithin: 
num-log P oder P = 586,24 



3). 



log 0,944 

-flog 16,9683 

+ log 63 



: 0,9749720- 
: 3,6888921 
: 1,799340 5 

5,4632046 
— log 700 = 2,8450980 

logP = 2,6181066 
mithin : 
num-log P oder P = 415,05 



4). . 
oder: 

oder: 

oder: 



x^+UV^y = 24^ 

flc2 + 2aj' = 576 
3*2 =i 576 

X = Yl92 

log 192 = 2,2833012 

1 



loga; oder h = 1,1416506 
mithin : 
num-log o; oder b = 13,857 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 

^'''^''' ^_ 243.3,14.63 

4 . 700 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 1).: 

P = 977 kg. 

b). Bei quadratischem Querschnitt bildet 
der Durchmesser die Diagonale des Qua- 
drats und es ist somit die Qnadratfläche : 

1 



a2 = 



d^ 



oder: 
oder: 



a = dYOfi 
|-V2'= ^.1,414 = 0,707 d 



Liegt eine Quadratseite horizontal, dann 
ist nach Gleichung 20 auf Seite 84 für den 
beiderseits gestützten und gleichmässig be- 
lasteten Balken: 

8a3S 



P = 



61 



oder für a den oben angegebenen Wert 
eingesetzt : 

_ 4.(0,707d)3,s 
3? 
oder die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt: 
_ 4 .(0,707.24)3.63 
3.700 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2).: 

P = 586 kg. 

also reichlich die Hälfte der unter a). be- 
rechneten Grösse. 

c). Liegt der Balken so, dass eine Dia- 
gonale des quadratischen Querschnitts hori- 
zontal liegt, dann ist nach Gleichung 23 
siehe Antw. auf Frage 62 für einen beider- 
seits gestützten und gleichmässig belasteten 
Balken : 

8.0,118. a3S 



P = 



l 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 

__ ,944.16,9683.63 

"" 700 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3).: 

P = 415 kg. 

d). Nach Antw. auf Frage 127 ist der- 
jenige Balken von rechteckigem Querschnitt 
der vorteilhafteste, bei dem das Verhältnis: 

h:h = l:Y2 
besteht. Um nun b und h zu ermitteln, ist 
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5) 13,857.1,4142 

log 13,857 = 
+ log 1,4142 = 

logÄ = 1,2921614 
mithin : 
num-logÄ oder h = 19,596 



1,1416506 
0,1505108 



za berücksichtigen, dass der Durchmesser 
d die Diagonale des Rechtecks bildet nnd 
somit ist nach dem py thagoräischen Lehrsatz : 

dl = h^ + h^ 
oder wenn wir b = x setzen, so ist: 

h = xY2 



d^ = a;2 + (a;V2)* 
242 ^ x^ + (xY2y 



4.13,857. 19 ,596^63 _ 13,857.19,596^3 
'• 3.700 ""■ 25 



log 13,857 = 

+ log 19,596« = 

+ log3 = 



1,1416506 
2,5843228 
0,4771213 



4,2030947 
1,3978400 



— log 25 = 

logP = 2,8051547 
mithin : 
num-logP oder P = 638,49 



und somit: 

oder: 

oder: 

X = 13,857 = h (8. HUfsrechn. 4). 

ond demnach ist: 

h = 13,857 V"2" 
oder: 

h = 19,596 (8. Hüfareclm. 5). 

Nun ist nach Gleichung 16). auf Seite 82 
für einen beiderseits gestützten, gleichmässig 
belasteten Balken: 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

_ 4.13,857.19,596^.63 

3.700 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 6).: 

P = 638,6 kg. 



Aufgabe 77. Ein gusseisemer Träger 
von 8 cm Breite und 2,5 m Länge soll die- 
selbe Tragkraft erhalten, wie ein anderer 
von 12 cm Breite, 7 cm Höhe und 4 m Länge. 
Wie hoch muss der erste genommen werden? 



Hillsrechnung. 



V 



250.12.49 
8.400 



V 5. 3.49 ^a/15 



AnflÖBung. Nach Gleichung 16). auf 
Seite 82 ist die Tragfähigkeit eines recht- 
eckigen Balkens: 

^ 1 hh^S 

^ "-"6"-~r" 

und somit verhalten sich die Tragfähig- 
keiten zweier Balken von demselben Ma- 
terial wie: 



p .p _ ^^^Ml! 



1V15 



= Ylh = 3,87 . 1,75 



6|600 
544 



7615600 



1935 
2709 

387 



5369 6,7725 
774123100 



Da nun P^ = P2 sein soll, so folgt, wenn 
die entsprechenden Zahlenwerte und für die 
unbekannte Grösse x eingesetzt wird, die 

Gleichung: 

12. 7» __ 8^2 

400 — 250 
oder: 



. = Y 



250 . 12 . 7» 
8.400 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

X = 6,77 cm. 
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Anigabe 78. Statt eines Fichtenbalkens 
von 4 m Länge, 15 cm Breite nnd 20 cm 
Höhe soll ein gasseisemer mit quadratischem 
Querschnitt eingefügt werden, welcher die- 
selbe Tragkraft besitzt. Wie gross muss 
die Seite desselben sein, wenn der Sicher- 
heitskoeffizient des Gnsseisens den 10 fachen 
Wert Ton dem des Fichtenholzes besitzt? 



oder: 



HillBreohniing. 



a;3 = 15 . 2 . 20 



X = V600 



log 600 = 2,7781513 

1 



logÄ = 0,9260504 
mithin: 
nmn-logos oder x = 8,4843 



AnflÖBimg. Nach Gleichung 16). auf 
Seite 82 beträgt die Tragfähigkeit eines 
Balkens von rechteckigem Querschnitt: 

^ 1 5Ä«S 

und nach Gleichung 20). auf Seite 84 be- 
trägt die Tragfähigkeit eines Balkens von 
quadratischem Querschnitt: 

1 a3S 

^--6~-~r" 

folglich besteht, da die Länge in beiden 
Fällen dieselbe ist, der Bruch -^ weggelas- 
sen werden kann und S im zweiten Fall 
lOmal so gross ist, als im ersten Fall die 

Gleichung: . 

6Ä' = 10 a* 

oder die gegebenen Zahlenwerte und für die 
Unbekannte x eingesetzt: 

10«» = 15.20.20 

und hieraus ergibt sich nach nebenstehen- 
der Hilfsrechnung: 

X = 8,4 

d. h. die Kante des quadratischen Quer- 
schnitts des gusseisernen Trägers muss 
8,4 cm gross genommen werden. 



Aufgabe 79. Welche Last trägt ein hoh- 
ler Balken von Gusseisen (S = 660), dessen 
äussere Höhe 20,8 cm und Breite 10,4 cm 
und dessen innere Höhe 15,6 cm und Breite 
5,2 cm und der 1,88 m lang ist, 

a). Wenn derselbe an beiden Enden frei 
aufliegt und in der Mitte belastet ist; 

b). Wenn derselbe an beiden Enden frei 
aufUegt und die Last gleichmässig verteilt ist ; 

c). Wenn derselbe an beiden Enden ein- 
gemauert und in der Mitte belastet ist; 

d). Wenn derselbe an beiden Enden ein- 
gemauert und die Last gleichmässig ver- 
teilt ist? 

e). Was ergibt sich für jeden der vor- 
erwähnten Fälle, wenn der Balken so ge- 
legt wird, dass die Höhe des Querschnitts 
zur Breite desselben wird? 



1). . . P 

oder: 

P 



Hilisreclinangeii. 

4 (10,4.20 ,88 — 5,2. 15,63). 660 
6 ' 20,8 . 188 

(10,4.20,83 — 5,2. 15,6»). 55 
2,6 . 188 



AnflÖBung. a). Nach Gleichung 1). auf 
Seite 124 ist für den vorliegenden Fall: 

PZ = 4QS 

d. h. die Tragfähigkeit ist die vierfache, 
als wenn der Balken an einem Ende be- 
festigt und am andern belastet wäre. Dieses 
beachtend erhält man nach Gleichung 27 c). 
auf Seite 86: 

6 * hl 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 

£ (10,4 . 20,83 — 5,2 . 15,63) . 660 

6 ' 20,8 . 188 

und hieraus ergibt sich nach der neben- 
stehenden Hilfsrechnung 1).: 

P = 8309 kg. 



1H4 
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Ioff20,8 1,8180633 

.3 

3/.)54189<.) 
\ log 10^4 - 1,0170333 

mlfhlHi ^»«^12232 

tmm>log 20,8 M 0,4 03580 

log \\\\ 1,193124(> 

.3 

X^TÖ3738 
\ logM 0,7160038^ 

mM\{\\\ 4,2953771 

Ä»*<>^ ., om^^- io74i)..v> 

1 )^JkS - l,74i\<^7 
tvtiO>i672Ö" 

W -*^ <V4l4ö73« 
- >Af ISS rr S.i!T4l5»7S 



r 









b). Im Yorliegenden Fall ist die Trag- 
fähigkeit doppelt so gross als nnte^ a)., also: 

P = 16618 kg. 

Dasselbe Resultat wie unter b). gilt auch 
für c). 

d). Ist der Balken an beiden Enden ein- 
gemauert und gleichmfissig belastet, so ist 
nach Gleichung Seite 130: 

PI = 12QS 

also die Tragföhigkeit dramal so gross als 
unter a). und somit 

P = «927 kg. 

e). Wird der Balken fiadtkaat^ genom- 
men^ 80 ist filr den ersten Fall: 

4 4(lO,4»,2aB— 54*-15u«).600 



€t) 



P = 



6 10,4, 18B 

oder nach nebenstdioider Hil farw jumag 2\ : 

P = »96 kg 

ß\ -a. yU - , P = 4772 ^ 
^l , , , , P = 71^ ^ 



t\ . . r 



L\ . •is> 



)o^ 1 Ua 




r 


-* Ia^V^'.v 


5; ..-^ '•v'^'v 




nwwr*to^ 










äK . 



f^(^ 



O ' .^.^ I 



> • • 



.♦> 



♦ I 







...r*!*'^'.. 






1 1». , ► 




Vv V '. '*<^ 


- ^'^ 'vr.^ 




ix^' 


» , . » ' •• 


■wi:;.!-». 






»..i*»''*Vv T 
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Aufgabe 80. Welche Last, mit Einrech- 
mug des eigenen Gewichts, kann ein an 
beiden Enden gestützter gnsseiserner Tr&ger 

von der Form Fig. 139 a) in seiner Mitte, ADll6Biing. Es soll zunächst das Gewicht 
b) an einem Punkte aofnehmen, der 3,75 m des Trägers festgestellt weiden. Der Qner- 
Ton dem einen and 6,25 m von dem andern schnitt besteht zonächst aus den zwei Becht- 
Ende entfernt ist, wenn H = 45 cm, k — ecken osnndsu.derenFläcbeninbaltbeträgt: 
30 cm, A, = 10 cm. B = 36cm, & = 24cm, , 

h, = 12cm, ( = 10m, das spezifische Ge- f, = 2.6.-^(H — ä) 

wicht 7 = 7,8 nnd 8 = 650 kg beträgt? ^ 



A = 2.24 



15 : 



OQcm 



ferner ans zwei Rechtecken 
deren Flächeninhalt beträgt: 



■tC^-"') 



= 2.12.^ 



45.45.45 45» 



10125 
8100 
91125 

4.650 
6. 45.1000 ' 



: 1000 
= 27000 
:: 91125 



oder: 
P = 



= 240 □cm 
dessen Flächen- 



nnd ans dem Rechteck a 
Inhalt beträgt: 

/■, = B.A, = 36.10= 360 Qcm 
und somit ist die Gesamtqnerschnittsfiäche 



oder: 



= 360 + 240 + 360 



f = 960 Dem 




gross. Da die Länge I = 10 m oder 1000 
cm beträgt, so ist das Volumen des Trägers: 


V = 960 . 1000 
oder: 

V = 960000 kern 




und da jeder Kubikcentimeter 
so beträgt das Gesamtgewicht: 


7,5 g wiegt, 


960000.7,5 
^ ~ 1000 
oder: 

G = 7200 kg. 







■—^ [36 . 1000 + 12 (27000 — 1000) -\- 
24 . (91125 — 27O0O)] — 3600 

— .^ [36000 + 12 . 26000 + 
24 . 64125] — 3600 



a). Ein in der Mitte belasteter, an beiden 
Enden frei gestutzter Balken trägt nach 
Antw. auf Frage 93 viermal soviel als ein 
an einem Ende befestigter nnd am andern 
belasteter Balken, und somit ist nach Glei- 
cbung32c).Seite8dftkr den vorliegenden Fall: 



6HI 



oder da nach Gleichung 2). anf Seite 125 
unter Berücksichtigung des Eigengewichts: 

so ist: ^ ' 



~[36000 + 312000+1539000]_3600 P = -.|^[BV+''i(^'-V)+''lH'-''^}] 



ir. 



186 



Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



2). 



36000 

312000 

1539000 



1887000 
1?_ 

5661000 
1887000 

2453100 : 135 = 18171 
135 — 3600 

1103 
1080 

231 
135 

960 
945 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
P=: ^-.1887000— 3600 gesetzt: 

P = . ^:^^^^.. [36 .103 + 12 (303 _ 103) ^ 



P = if5|155i_e« 



14571 



6 . 45 . 1000 

24(453—303)] —3600 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 

P = 14570 kg. 

b). Hängt die Last an einem Pankt, der 
sich 3,75 m von dem einen und 6,25 m von 
dem andern Ende des Trägers entfernt be- 
findet, so ist nach Gleich. 1). auf Seite 125: 



150 



oder: 



P-fyG = QS 



l 



hh 



650.1000.1887000 



6.45.375.625 

5032 . 104 

20128 
5032 



13.8. 5032 
3.9 



P = QS 



f 1 '2 2 



27|523328 = 19382 
27 — 3600 



253 
243 

103 
81 



15782 



222 
216 

68 



QS ist aber wieder nach Gleich. 32 c). Seite 89: 

QS = -ß^[BÄ,3 + &,(Ä3_Ä^3^ + 

6(H3-ä3)]-1g 
also ist: 

6(H3-Ä3)]--^-G 

oder die entsprechenden Zahlenwerte und 
bereits gefundenen Resultate eingesetzt: 

650 . 1000 



P = 



. 1887000 — 3600 



6 . 45 . 375 . 625 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2).: 

P = 15780 kg. 



Aufgabe 81. Wie gross ist bei einem 
Balken die Spannung S in einer Entfernung 
Y = 3 cm von der neutralen Schicht eines 
rechteckigen Querschnitts , welcher eine 
Breite 6 = 4 cm und eine Höhe ä = 10 cm 
hat, wenn die Kraft P = 100 kg in einem 
Abstand rr = 36 cm von dem betreffenden 
Querschnitt angreift? 



Auflösung. Nach Gleichung 8). auf Seite 

78 ist: 

und da für einen Balken von rechteckigem 
Querschnitt nach Gleichung 14). Seite 82: 



T = 3^5.» 



ist, so ist: 



S = 



Pa;.Y.12 

&Ä3 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 



f 



Gelöste Aufgaben über die relative oder Biegungselasticität und -Festigkeit. 187 



HiÜEurechnimg. 

100.36.3.12 9.3.12 



4 . 1000 
27.12 



10 



10 



= 32,4 



S = 



100.36.3.12 



4.103 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng : 

S = 32,4 
d. h. die Spannung beträgt pro Gern 32,4 kg. 



Aufgabe 82. Ein gusseisemer Stab von 
1 cm Höhe und 2 cm Breite ist in seinen 
zwei Enden frei gestützt nnd soll dorch sein 
eigenes Gewicht zerbrechen. Wie lang mass 
der Stab genommen werden, wenn als Festig- 
keitsmodäas für das Zerreissen seiner Faser 
die Spannung von 3000 kg nnd f^ das spe- 
zifische Gewicht = 7,6 angenommen wird ? 



oder: 



aj2 = 



Ä^ = 



HiliBreelmimg. 



4.2.3000 _ 
3.0,0152 ~~ 

80000000 : 152 
760 

400 
304 



4.2.1000 
0,0152 

= 526316 



960 
912 



480 
456 



240 
152 

880 

V 526316 
49^ 

14|363 

284 



= 725 



14417916 



Aoflösang. Nach Gleichung 1). Seite 126 
ist für den vorliegenden Fall: 

P? = 8QS 

worin P das Eigengewicht des Stabes be- 
deutet, welches als eine gleichmässig ver- 
teilte Last angesehen werden kann, und so- 
mit ist für einen rechteckigen, in beiden 
Enden gestützten Stab nach Gleichung 16). 
Seite 82: 

Das Eigengewicht des Stabes wird gefunden, 
indem man die Querschnittsfläche mit der 
unbekannten Länge x multipliziert. Jeder 
Kubikcentimeter des Stabes wiegt 7,6 g und 
somit ist das Gesamtgewicht auf einen Centi- 
meter Länge: 

^ ~ 1000 *^ 
und auf x cm Länge ist: 

_ 15,2 a; 

~ 1000 

oder: 

P = 0,0152 a; kg. 

Es besteht also die Gleichung: 

46Ä'S 



0,0152 a; = 



BJ' 



oder die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt: 

4.2.1.3000 



0,0152 a; = 



oder: 



a;2 = 



3.a; 
4.2.1. 3000 



3.0,0152 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

X =r 725 

d. h. der Stab wird bei 725 cm = 7,25 m 
freier Länge brechen. 
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Anlgabe 83. Ein Stahlstab von 500 mm 
Länge und 1 kg Belastung ergab eine Pfeil- 
höhe s = 12,6 mm, wenn derselbe an beiden 
Enden gestützt und in der Mitte belastet 
war. Wie gross wird bei demselben Stab 
die Biegung s^ sich ergeben, wenn der Stab 
an einem Ende befestigt, in einem belie- 
bigen Abstand l^ = 180 mm von der Be- 
festigungsstelle ebenfalls durch 1 kg belastet 
wird? 



Hilisrechnong. 

log 12,6 = 

+ log 16 = 

log 180 = 2,2552725 . 3 = 

log 500 = 2,6989700 — 

.3 



Auflösung. Für einen an einem Ende 
befestigten und am andern Ende belasteten 
Stab ist der Pfeil der Biegung nach Glei- 
chung in Antw. auf Frage 84: 

1 TU 
^ 3 ET 

Für einen an beiden Enden frei aufliegenden 
Stab, der in der Mitte belastet ist, ist der 
Pfeil der Biegung nach Gleich. 4). Seite 131 : 

48" ET 



8 = 



8,0969100 
mithin : 

num-logSi = 9,406 



1,1003705 
1,2041200 
6,7658175 

9,0703080 
8,09691 00 

0,9733980 



somit besteht die Proportion: 



oder: 
oder: 



8^18 = leii^iP 



84 = 



P 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: ^ 12,6 . 16 . 180» 

*^ "" 5003 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

s = 9,4 

d. h. der Pfeil der Biegung beträgt unter 
den gegebenen Bedingungen 9,4 mm. 



Aufgabe 84. Es sei l = 500 cm der Ab- 
stand der Unterlagen eines horizontal auf- 
liegenden Balkens von Tannenholz, dessen 
Breite 6 =; 20 cm, dessen Höhe h = 20 cm 
und dessen Gewicht 240 kg beträgt. 

a). Welches Gewicht kann derselbe unter 
Berücksichtigung seines Eigengewichts auf 
die Dauer mit Sicherheit tragen, wenn S = 
60 kg pro D cm genommen wird ? 

b). Welche Last kann derselbe Balken in 
seiner Mitte noch aufnehmen, wenn sich be- 
reits in 30 cm vom einen Ende eine Be- 
lastung von 300 kg, in der Entfernung von 
40 cm vom andern Ende eine Belastung von 
400 kg befindet ? 



Aullösung, a). Es ist im vorliegenden 
Fall die Gleichung 2). auf Seite 125 zu 
Grunde zu legen, wonach 



P = 



4QS 1 



oder: 



4. 



6 



6Ä'S 1 ^ 



Hilisrechnongen. 



1). 



2.20.20.20.60 



3.500 



120 = 



960000 
1500 



— 120 = 



640 
— 120 

= 520 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

P = 520 kg. 

b). Ist der Balken aber bereits durch an- 
dere Gewichte auf Biegung in Anspruch ge- 
nommen, welche nicht im Mittelpunkt an- 
greifen, so muss zunächst nach Gleichung 2). 
Seite 128 der Druck berechnet werden, den 
diese Gewichte auf den Mittelpunkt aus- 
üben. Die Gleichung lautet: 
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D = 



"■ 1 + T^ 



2). 



2.300.30 + 2.400.40 18000+32000 



500 
180 + 320 



500 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt und berücksichtigt, dass y 6 bereits 

bei Berechnung der Grösse P in Rechnung 
gebracht wurde: 

2 . 300 . 30 + 2 . 400 . 40 



= 100 



D 



500 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 

D = 100 

d. h. die beiden Gewichte wirken bereits 
derart, dass sie einem im Mittelpunkt an- 
greifenden Gewicht von 100 kg entsprechen 
und es dürfen somit nicht mehr 520, son- 
dern nur noch 

520 — 100 = 420 kg 

im Mittelpunkt angebracht werden. 

NB. Wenn bei Berechnung des Drucks D das 
Eigengewicht mit berücksichtigt wird, dann ist 
D — 100+ 120 oder D = 220; es muss dann 
aber dieser Wert nicht von dem oben berech- 
neten P = 520 kg, sondern von P = 640 kg 
(ohne Rücksicht des Eigengewichts) subtrahiert 
werden, wodurch sich derselbe Wert: 

640 — 220 = 420 kg ergibt. 



Aafgabe 85. a). Es soll mit Rücksicht 
auf das eigene Gewicht der Durchmesser 
einer gasseisernen cylindrischen Welle ge- 
funden werden, welche in Zapfenlagern liegt, 
die um 5,65 m von einander abstehen und 
in der Mitte mit einem 16 Zentner schweren 
Rad belastet ist. 

b). Welche Stärke würde die Welle unter 
sonst gleichen Umständen haben müssen, 
wenn das Rad nicht in der Mitte angebracht, 
sondern von dem einen Lager 1,90 m< also 
Yom andern 3,75m entfernt wäre? 

(S soll wegen der möglichen Erschütterungen 
zu nur 450 kg pro Q cm in Rechnung gestellt 
werden); y = 7,6. 

Erkl. 149. Radwellen müssen vor starken 
Biegungen bewahrt bleiben, einesteils weil diese, 
während der Umdrehung fortdauernd andere 
Stellen der Walze ergreifend, eine baldige Stö- 
rung des Zusammenhangs notwendig herbeifüh- 
ren würden; andernteils um eine Yerrückung 
des Schwerpunkts aus der Achse möglichst zu 
verhüten. Hierzu kommt noch, dass die Well- 
zapfen, welche so befestigt sein müssen, dass 
ilire Achsen mit der der Welle in einer geraden 
Linie zusammenfallen, durch starke Biegungen 
der letzteren den Parallelismus verlieren. 



AnflÖBung. a). Man hat zuerst, ohne Rück- 
sicht auf das eigene Gewicht, aus der in 
Antwort auf Frage 93 gegebenen Formel: 

Fl = 4QS 

und nach Formel 6 Seite 99: 



für 



Q = 



P = 



32 

4d^7iS 
32/ 



und hieraus erhält man: 

8 



n/32P2 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 3 

_ -y/ 32. 800. 565 
^ "■ V 4 . 3,U . 450 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 
A) d = 13,676 cm. 

Berechnet man nun mit diesem genäherten 
Wert das Gewicht G der Welle, deren Quer- 
schnitt, wenn d = 14 cm gesetzt wird: 
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Hilisrechnongen. 



U^.n 



= 497r 



3 



3 



1). 



V 



32 . 800 . 565 



= V- 



16 . 565 



4 . 3,14 .450 V 71,9 

log 8. 16 = log 128 = 2,1072100 
+ log 565 = 2,7520484 



Quadratcentimeter beträgt, so erhält man: 
^ 497r.565.7,6 



1000 



kg 



log n = 0,4971499 
+ log 9 = 0,9542425 



1,4513924 
logd^ 



4,8592584 



4,8592584 
- 1,4513924 



3,4078660 

' 3 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 2).: 

G = 525 kg. 

Es muss daher zur Berechnung von d die 
Formel 2 Seite 125: 



logd = 
mithin : 

num-log(2 oder d = 13,676 



1,1359553 o^er für Q = -^ eingesetzt: 



1 4:d^nS 

P-f-^G = 



5). 



. log 49 

+ log TT 

-h log 565 
-h log 7,6 



— log 1000 = 

logG = 
mithin: 

num-log G oder G = 525,06 



1,6901961 
0,4971499 
2,7520484 
0,8808136 



5,7202080 
3,0000000 

2,7202080 



32Z 

zu Grunde gelegt werden, und so ergibt 
sich ftlr 8 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: g 



d 



=V- 



565 (800 + 262,5) 



3). . log8 = 0,9030900 log^r 

+ log 565 = 2,7520484 +log450 
4-logl062,5 = 3,0263289 

6,6814673 
-- 3,1503624 

log'd^ = 3,5311049 



0,4971499 
2,6532125 

3,1503624 



logd = 1,1770350 
mithin : 

num-log (2 oder d = 15,033 



TT. 450 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3). : 
B), ..... d = 15 cm. 

b). Wäre das Rad nicht in der Mitte an- 
gebracht, sondern von dem einen Lager um 
190 und vom andern um 375 cm entfernt, 
so würde die Stärke der Welle nach der 
Formel 1 Seite 125: 



P = QS 



l 



1 



h h 



G 



4). 



log TT 

log 450 
4- log 565 



log 1062,5 

H- log 32 

4- log 190 

+ log 375 

0,4971499 
2,6532125 
2,7520484 

5,9024108 



logd^ = 



3,0263289 
1,5051500 
2,2787536 
2^5^0313 

9,3842638 



zu berechnen sein. Setzen wir statt 

^32 
ein und reduzieren die Gleichung auf d, so 
ergibt sich: 



s 



9,3842638 
5,9024108 



3,4818530 

^ 

logd = 1,1606178 
mithin : 

num-log d oder d = 14,475 



. A/(P+iG)32.Z.Z3 
^= ^ ^TSTT 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: g 

n / 1062,5 . 32 . 19Ö7 375" 
^ - V jr. 450. 565 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 4). : 

d == 14,5 cm. 
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Aufgabe 86. Welchen Darchmeseer und 
welche Lange mQssen die gnsseisernen Zapfen 
einer horizontalen WaBserr&d welle erhalten, 

wenn jeder derselben einen Druck von 25 
Zentner ansznhalten hat? 

BiUsrecluiniig. 

V'1250 t= 35,35 . ,18 
9 2S280" 

3535 
6,3t>S0 



EiU. 150. Die Wellzapfen sind kurze cy- 
liadrische Stäbe, deren Befestigung an Wellen 
Ton Holz aus der nebenstehenden «Figur 140 
erBichtlich ist. Der Zapfen sitzt auf einer ei- 
sernen Platte, die in eine zu diesem Zweck 
in den Wellbaum eingestemmte OefTnung ein- 
getrieben , mittels eiserner Ringe festgehalten 
und durch die Keile b b gerichtet ivird Bei 
gusseisernen Wellen findet man die Zapfen 
häufig angegossen. Sind die Wellen hohl ge- 
gossen, so sitzen ihre Zapfen auf besonderen 
Platten, die hu dem hohlen Cylinder festge- 
schraubt werden. Zuweilen ruhen die Zapfen 
in offenen Pfannen, häufiger in geschlossenen 
Lagern. Es ist einleuchtend, dass durch den 
Gegendruck der Unterlage die elastische Wider- 
standsfähigkeit des Zapfens io Anspruch ge- 
nommen wird. Im äussersten Falle würde er 
daher an der Befestigungsstelle abbrechen. 
Seine Dicke soll jedoch so ermessen sein, daas 
weder der Bruch noch überhaupt eine die 
ßegelmäsaigkeit der Umdrehung irgendwie atC- 
rende Biegung eintreten kann. 

Da der Zapfen eine merkliche Biegung nicht 
gestatten darf, so ist anzunehmen, dass er seiner 
ganzen Länge nach sein Lager berührt. Sollte 
dies in irgend einem Falle anfangs nicht so 
sein, so werden doch die stärker gedrückten 
Stellen aich im Gebrauche bald so weit alireiben, 
dass die Last aber den aufliegenden Teil des 
Zapfens sich gleichförmig verteilen kann. Die 
Mitte der Zapfenlänge darf daber in der Begel 
als die Angriffsstelle des Drucks betrachtet 
werden. Mit Rücksicht auf besonderG ungünstige 
Umstände, wie Klemmungen, die vorzugsweise 
das freie Zapfenende treffen könnten, dürfte 
es gleichwohl in vielen Fällen geboten sein, 
die ganze Zapfenlänge als Hebelarm der bie- 
genden Kraft in Recbnung zu nehmen. Ist 
auch die letztere, der Drnck P bekannt, so 
bietet sich die Formel 7 Seite 99: 
d'jrS 



AaflÖBTmg, Mit Hilfe der io nebenste- 
hender Erklärung 150 gegebenen Fonnel 2 
läast sich die gestellte Aufgabe leicht be- 
rechnen. Es sind 25 Zentner = 1250 kg 

und Eomit: 

d = 0,18 V'1250 
oder nach nebenstehender Hilfsrecbnung : 



Dabei ist die Länge des Zapfens; 
l = ed = 1,2.6,5 
oder: 

l = 7,8 oder rund 8 cm voraaa- 

gesetzt. 



zur Bestimmung der Zapfendicke; oder wenn 
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$:i* 



>F 



lUMX dij^a Yerhilltnis x>vi$chai Lju»^ und Darck- 

«MUk ^t^^eifc it^ itti>ti:ücba«t Krscaactenmgeiu wie 
$^ b^ \V;)v$3«nratd'«eJJiza^£»t Torkontmeii« für 
vK^j« :Hclh»btin^<^ttLsi!9itt S = 37d. sowie nauih 
^EiMWüt >bi:^im 4 ^ l^ 90 «chäLt matt aas der 

:? i -= o,:5V> 



Io^3&4: = 1,5843312 
—log 375 = -2.574» »ol3 



3. »nii 



T>iT'^ 



0,5131500—2 

2 



iDgV = 0,2565700-1 
mithin.: 

nmiL-Iosl =: \!S<>5*4 



:iiia *j 



Ai€r' 



- V ^ 



*I^. I'O : iJi = 5,5. :&IS0 



0,1& 



=r 5,6 i 



j«ier 



ueö^asceiieBder HJüaretrhining: ^. 

. ]^i i^ =r ? 



o. i . 5,-5 



3») 

3LJÖ = OL 32 



3^ 



■» 



iroaLit nuii rur s^ramieaeeiserad 
i>iä± vont nuut "^ ^ ^««> .md wie aivor 



4*1 



& = 



Mj«.» 



V3 



}!- 



\ 



i':^. ♦ 



Ä log: T = 0,4971^9 
*• *^"' ^;osc'->«J'' = 2.7781513 



- — -^ *~ 



;3,2753012 

^3,2753012 



■»,3090300-2 
1 



•,1545150-1 



^ttxit'ta, 



i^-t-^tr ^»rii«jima»;u *im« .üiuö^eics is« AO«*r tuat-^ost =- /-»C^ oder nuui 0,15 



>6i v-^vc*!«..--^-?« • .•r^t'ftii «Him^i. 
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Mechanik, math. Oeograpliie) Astronomie 9 des Maschinen- , Strassen« ^ Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbaues, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in yollständig 
gelöster Form 9 mit yielen Figuren , Erldämngen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze 9 Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine g^r^ssere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ilirer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. / 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten. Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erldärnngen fiber das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: ' Bealschnlen L und II« Ord., gleich^ 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Bealgymnasien, Pro- 
gjmnasien , Schnllehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschnlen^ 
Militärschnlen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Ei^jährig-FTei- 
wiUige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schaler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Sehritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben^ zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Kegeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und pralrtisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre pralrtischen in aUen Bemfs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Eedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt 

Stuttgart. Die Yerlagshandlung. 
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Für gewöhnliche Verhältnisse, wo die An- 
zahl n der Umdrehungen geringer als 150 ist, 

nehme man "^ = ^ ^^® 2 ' ^®^ Zapfen, die 

nicht dauernd umlaufen, wie die von Erahnen, 

l 
Winden, Rollen ist -^ zweckmässig = 1 und 

bei Zapfen, die mehr als 150 Umdrehungen 

machen, setze man ^- = 2. 

a 



Aufgabe 87. Die Zähne eines gasseiser- 
DBD Rades sind 60 mm lang, 40 mm hoch 

und 120mm breit. DerZahndruck istl600kg. AuflÖBong. Nach Formel 16 Seite 82 ist 
Wie gross ist die Beanspruchung der Zähne ? 1 & /»^ S 

^ ~ T 1 — 

Erkl. 151. Für die Zähne oder Kämme, wel- 
che bei Stirnrädern auf den äusseren Umfang und hieraus ergibt sich fttr die unbekannte 
des Radkranzes, bei Krön- und Eammrädem auf Grösse : 

der Eranzebene eingesetzt werden, hat man, je ^ 6PZ 

nachdem der Eammstiel vierkantig oder rund Tä*" 

ist, die Formel 16 Seite 82: 

, . .,^ oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 

P = 1.1^1 gesetzt: 

^ l 6 . 1600 . 60 

oder Formel 7 Seite 99: 120,40* 



oder: 



d^nS oder: 

^ = — QöT~ S = 3kg pro Qmm 

"^^^ oder: 

Sd> S = 300 „ Dem. 

P == 0,098 . "Y" 



anzuwenden und dabei unter b die Breite nach 
der Richtung der Achse, unter h die Dicke des 
Zahns im Teilkreis gemessen, und unter l den 
Abstand dieses Teilkreises von der Wurzel des 
Zahns, wo dieser am Radkranz aufsitzt, zu ver- 
.stehen und bei hölzernen Zähnen für S nur den 
10. Teil des Brechungskoeffizienten zu nehmen. 



Aufgabe 88. Ein Balken aus Eichen- 
holz, der 6 m lang, 20 cm hoch and 16 cm 
breit ist und mit seinen beiden Enden frei 

anfliegt, soll in der Mitte ein Gewicht tragen, Auflösung. Nach Gleichung 4). Seite 131 
welches ihn daselbst nicht mehr als 2 cm ist für den vorliegenden Fall der Pfeil der 
senkt. Wie gross ist dieses Gewicht zu Biegung: 
nehmen? „ __ P?' 

s — 



(E = 120000 pro Dem.) ^^^T 

oder für T = ^6Ä» [s. Gleich. 14). Seite 82] 

eingesetzt: 

PP 



8 = 



4E&Ä» 



und hieraus erhält man für die unbekannte 

Grösse : 

_ 4E5^»g 
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ElasücittttB- und Festigkeitslebie. 



Hilisr e chaung. 

4.1g0000.16.2O.20.20.2 ___ 



oder die entsprecheDden Zahlenwerte in cm 
resp. in Bezug anf Cenlimeter eingesetzt : 

„ 4.120000.16,20.20.20.2 



oder nach nebenstehender Hilf BrecbnuDg : 
P = ca. 570 kg. 



Aalgabe 89, Ein GoEseisenstab (/ = 7,4) 
von regnlär-sechBseitigem Querschnitt (siehe 
Fig. 141) ist einseitig eingemauert. Der- 
selbe ist 5 m Uog frei und der Querschnitt 
hat eine Seitenlange von 6 = 5 cm. Wie 
gross ist a). die grösste Spannung d, an der 
BefestigungBstelte aaf der Zugseite, b). wie 
gross ist dieselbe s, auf der Druckseite und 
c). wie laug muss der Stab genommen wer- 
den, ehe er durch sein eigenes Gewicht 
bricht, wenn der Festigkeitsmodulua S = 
3200 kg pro Dem gerechnet wird? 



HilisreolmiuLSen . 
, . 6.0,433.25 



Anllösnng. Zunächst ist das Eigenge- 
wicht des Stabes zu berechnen. Wenn wir 
uns die sechseckige QnerschnittEfl&che von 
ihrem Mittelpunkt aus in sechs Dreiecke 
zerlegt denken, so lässt sich mit Hilf^ des 
Pfthagoräischen Lehrsatzes leicht nachwei- 
sen, dass der Flächeninhalt eines jeden sol- 
chen Dreiecks r 

F = 0,433 . 6' 
nnd somit die Gesamtsechsecksfl&che: 

F = 6.0,483.6* 
oder im vorliegenden Fall: 

F = 6.0,433.25 

*" ^' F — 64,95 Ocm<"-HiM«™hn.l). 

beträgt. 

Da die Länge des Stabes zu 5 m ange- 
geben ist, so beträgt das Yolnmen 

V = 64,95 . 500 ccm 
und da jeder Eubikcentimeter Gusseisen = 
7,4 Gramm wiegt, so ist das Gesamtgewicht 
des freien Stabes: 

k 500. 7,4 



oder: 



*^ 1000 

G — 240 kg (•- HiU.rMhn. 8). 



Nun ist nach Formel 1 Seite 118: 
PI = 2QS 
und nach Formel 44 Seite 94: 



64,95.500.7 ,4 

1000 



45465 
19485 
240,315 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 

K^«^= _ 8.240,500 

*' 10 . 125 

oder: 

s, = 768 kg (■ 
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b). Da der Qaerscbnitt aymmetriBch ist, 
Bo sind die Zag- nnd Drackspaonungen aa 
Knn ^^^ ÄOBBerBten Fasern s, und s, einander 

LjJIHjA™ — 8 24 i= 8.96 gleich, also ist aoch 

10.125 ^-.jgg- ^ = 768 kg. 

c). Reduzieren wir die obige Oleichnag: 
auf l, 80 ist: ,„,,<, 



oder die entaprecbendeu Zahlennerte eiu- 

g BBIZI. qodn 



oder: 

l = 2083 cm (>. HUfiiecbn. 4). 

l = ca. 21 m 
iat die Länge, bei «elcher unter den an- 
genommeneu Verhältnissen der Stab infolge 
seines Eigengewichts an der Befestigunga- 
stelle bricht. 



Aufgabe 90. An einem an den Enden 
frei anlliegenden , 6 m langen Tiüger von 

T-Eisen (s. Fig. 142) hängt eine Last von Aotlöstuig. a). Die in den beiden Punk- 
WOO kg auf jeder Seite 1 m vom Stützpunkt ten b b wirkenden Lasten von je 9000 kg 
entfernt Das Profil hat eine Höhe von sind je 1 m von den Pnokteo a a entfernt 
360 mm, eine Breite von 143 mm, eine Steg- nnd da die ganze Stablänge &m beträgt, 
dicke von 18 mm und die Rippenstärke ist ^^ ^^^ ^^^ Entfernung vod ft und «t = 1^ m, 
19,5 mm. Es soll die Beaüsprucbung pro - , .. . 
Dem berechnet werden, a). ohne, b). mit '°'8"'^" _ __ _^ 

Berücksichtigung des Eigengewichts. ab-.öm — 2:3 

(y — 7 5) nnd somit übt auf Jeder Seite die Last von 

9000 kg auf Punkt a einen Dmck von 

Figur 142. -£--9000 = 5400 und auf m einen Druck 
2 
von y 9000 = 3600, so dass die beiden 

Lasten von je 9000 kg in den Ponkten b b 
angreifend, so wirken, als wenn 2 . 3600 ^ 
T 7200 kg in m angebracht wären. Wir be- 

i nutzen deshalb zur Berechnung die Glei- 

i cbnng 1). Seite 124: 

j PI = 4QS 

H nnd da für einen an dem einen Ende be- 

; festigten und am andern Ende belasteten 

I Stab vom Qaerscbnitt Fig. 142 nach Glei- 

I cbnng 28 c). Seite 87: 

^ beträgt, so ist fOr denselben in der Mitte 

' mit P = 7200 kg belasteten und an beiden 

Enden gestatzten Stab: 
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CL 



Figur 143. 

771 



a 



6 1 1 " H ; 



L\ 






and hieraas erhält man für 

6P? 



S = 



4(bH=-^) 



soao 



$000 



1). s = 



Hilfsrechnongen. 



6 . 7200 . 500 



4[l4,3.36^-^ (U,3-l,3)(36-2.1 ^ 



S = 



6 . 1800 . 500 



(u,3.36.-ii:|^) 



14,3 . 36 . 36 

216 

108 



14,3 . 1296 

3888 
5184 
1296 

18532,8 



13 . 32,1 . 32,1 . 32,1 

417,3 321 
642 
963 

417,3 . 1030,4 1 

309123 
721287 
103041 
412164 



429990,093 



S = 



5400000 



18532,8 — 



429990 



429990 ; 36 = 11944 
69 



339 
324 



159 
144 

150 



36 



18532,8 
— 11944 

6589 



_ 5400000 
~ 6589 

5400000 : 6589 = 820 
52712 

12880 
12178 



9020 



2). . . F = 14,3.36 — 18.32,1 
. F = 514,8 — 417,3 
F = 97,5 n cm 



ri4,3.362- 



oder die entsprechenden Zahlenwerte and 
zwar alle Masse in cm eingesetzt: 

.g^ 6 . 7200 . 500 

~ " (14,3-l,3)(36-2.1,95)n 

36 ' J 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 1).: 
A). . . . S = 820kg pro Dem. 

b). Soll das Eigengewicht mit in Rech- 
nang gebracht werden, so ist die Gleichang : 

za benatzen oder anter Bertlcksichtigang 
der Gleichang 28 c). Seite 87: 

oder: 

6?(P+-^G) 



H 



-) 



s = 



Es ist nan zanächst die Qaerschnittsfläche 

F = BH — &Ä 
oder: 

F = 14,8 . 36 — (14,3 — 1,3) . (36 — 2 . 1,95) 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 2). : 

F = 97,5 D cm, ^ 

Die Länge beträgt 500 cm and somit da& 
Volamen 

V = 97,5 . 500 
oder: 

V = 48750 ccm. 

Da jeder Eabikcentimeter Gasseisen 7,5 
Gramm wiegt, so ist das Gewicht: 

48750 . 7,5 



oder: 
oder: 



^ 1000 

G = 366 kg (8. Hilfsrechn. 3). 

|g = 183 kg 



and somit erhalten wir, anter Berücksich- 
tigung der anter a). berechneten Werte: 

(7200 4- 183) 6 . 500 



S = 



oder: 



4 . 6589 



S = 840 kg pro D cm. 

(b. Hilfsreclin. 4). 
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7,5 . 48750 0,3 . 4875 



^), . 


• • • 1000 - 4 




1462,5 : 4 = 365,6 kg 




26 




22 




25 


4). . 


. . . 7200 




-1-183 




7383 . 6 . 500 




= 73S3 . 3000 




= 22149000 : 4 = 5537250 




5537250 : 6589 = 840 




52712 




26605 




26356 




2490 



Aufgabe 91. Eine hohle gasseiseme 
Walze, die in der Länge Z = 1,5m an 
beiden Enden gestützt ist, deren äusserer 
Darchmesser D = 20 cm nnd deren innerer 
Durchmesser d = 14 cm beträgt, kann a). 
welche Last in ihrer Mitte tragen, wenn 

S = 633 g- kg pro Qcm, b). welche Bie- 
gung erleidet dieselbe, wenn E = 1300000 
angenommen wird? 





HiUsrechnungen. 




1). 


. .... 20* = 


160000 






14 . 14 . 14 . 14 = 


38416 






196 . 196 


121584 






1176 
1764 


4.1900.3 
3.32. 


,14.121584 




196 


150.20 




38416 oder entsprechend gehoben: 




19.1,57.5066 


o lÖ . 1,57 
^~ 15 


.5066 




1413 








157 








29,83 . 5066 








17898 








17898 








149150 








151118,78 : 


15 = 10074 






15 








111 








105 








60 







AufiÖBong. a). Die Tragfähigkeit ist im 
vorliegenden Fall viermal so gross, als wenn 
die Walze an einem Ende befestigt und 
am andern belastet wäre, also mit Bezug 
auf Gleichung 3). Seite 101: 

_ 1S^._^ (D*— d *) 
322 * D 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

__ 4.1900.3 ,14 (20*— 14*) 
3 . 32 . 150 ' 20 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

P = 10000 kg. 

b). Nach Gleichung 4). auf Seite 131 ist 
im vorliegenden Fall der Pfeil der Biegung : 



B = 



Pi3 



48ET 
oder da nach Gleichung 1). auf Seite 101 : 



so ist: 



T = 



% = 



1 



64 



n (D* — d*) 



4PP 
3E;r(D*— d*) 



80 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt : 



ElasticiUts- und FestigkeitslehTe. 

i . 10000 . 150 . 150 .150 4 . 10000 . 150' 



'■ ■ ■ 3 . 1300000 . 3,14 . 121584 3 . 1800000 . 3,14 (20» — U») 

oder entsprechend gehoben: oder nach nebenstehender Hilfsrecfannng 2). : 



5.150.150 
■ 13.3,14.30396 ^ 13.3,14.30396 
13.3,14.30396 



: 0,9 mm. 



60792 
243168 
1215340 



1240764,721 112500 

1240765:11250000 = 0,09. 

11166 885 

83115 



Aufgabe 92. Wie gross ist die Flan- 
gehenbreite eines gnaseisernen Trägers oder 
die Breite B der Querrippe zu nehmen, 
wenn nebenstehender Qaerachnitt ein solcher 

von gleicher Festigkeit werden soll, wenn AaflÖBang. a). Nach Antwort anf Frage 
die Dimensionen durch die Bippenatftrke b 138 ist bei Gasseisen die GesarothChe = 14 & 
ansgedrflckt werden sollen, die Höhe des im Verhältnis von 1:3 za teilen, so dass: 
Querschnitts Hb und die Hohe der Quer- i 

rippe Ä = 1,56 beträgt? «i = -j-l** = 3,56 

Wie gross ist b). das Trägheitsmoment a],^. 
nnd c). wie gross sind die Widerstands- " _ ^..i__ -.(.ki, 

momente? * ^ 4 — i 

in Rechnung m bringen ist. Nun ist nach 
Figor 144. Figui 145. Erkl. 137 nnd Gleichung 12). auf Seite 60: 

^,._.14ft_ -^-+y, + ....^^ 
oder: 

^,^'>if,+f, + ....rn) = fiSi + 

/■j?!- ■■■ + /;?■, 

oder nach nebenstehender Hilte'ech- 
1^ nung 1). : 

3,56(1,56*4-12,56') = 1,56«. 0,756 + 

12,56'. 7,756 
oder nach nebenstehender Elilfsrech- 
nnng 2). : 
5,256'a:-|- 43,756' = l,1256*a: + 96,8756* 

(•■b -li ^- b -> b'flf (5,25 — 1,125) = 6' (96,875— 43,75) 

oder: 
Hilforeehnimgen. «(5,25-1,125) = 6(96,875-43,75) 

1). . . /; = Rechtecken; = «.1,56 ° "' 4,125as = 53,1256 

/-,= „ «, = (146-1,56). 6 ^^^. 
also ist die linke Seite der nebenstehenden ^ _ 53,1256 

Gleichung: z,hb(l,5bx-^12,5b^} *'125 

Der Abstand s, des Schwerpunkts Yom Recht- «"»er nach nebenstehender Hilferechnung 8). : 
eck ae yon der Kante n6 betragt: 3: = 12,86 = B 
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1.1,5& = 0,756 

und somit ist: 

A^i = l,5&a;.0,75& 
Der Abstand y^ des Schwerpunkts des Recht- 
ecks eg von der Kante ah ist: 

1.(146 — 1,56) +1,56 = 1.12,56 + 
1,56 = 7,756 

und somit: -lo c»-» r? rrci, 

fiffi = 12,56-. 7,756 

also ist die rechte Seite der nebenstehenden 

Gleichung: 

l,56aj. 0,756 + 12,56^7,756 

3,56.1,56a; 3,56.12,56» 

2)- • • = 5,25 6' a; ' = 43,75 6^ 

1 ,56a;. 0,756 12,56'. 7,756 

=^ 1,125 6*a; ' = 96,8756» 

3) . . . . 53125 : 4125 = 12,8 
4125 

• 11875 
8250 



b). Das Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts ist nach Gleichung 34). auf Seite 90: 

T = y[Bir,3 + 5a;23— (B — 6)(a;i — Ä)>] 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

T = -i [12,8 6 (3,5 6)3 + 6 (10,5 hf - 
(12,86 — 6) (3,5 6 — 1,56)3] 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 4). : 
T = i- (548,8 6*+ 1157,625 6*— 94,46*) 

oder nach Hilfsrechnung 5).: 

T = 537,66* 

c). Die Widerstandsmomente sind: 

T 



36250 
33000 



4). (3,56)3. 12,86 = 3,5 . 3,5 . 3,5 . 1 2,86* 

175 640 
105 384 

Y2^ . 44,80 

9800 
4900 
4900 

548,800 6* 

6(10,56)3 ^ 6 . 10,5 . 10,5 . 10,5 63 

525 

105 



110,25.10,5 

55125 
11025 

1157,625 6* 

5). (12,86-6) (3,56- 1,56)3 == 11,86(26)3 

= 11,86.863 = 94,46* 

548,8 
+ 1157,625 

1706,425 
— 94,4 

1612,025 : 3 = 537,6 

Ti 



23 



6). 



5376 : 35 = 153,6 
35 



187 
175 

126 
105 

210 



153,6 : 3 = 51,2 



und: 



oder: 



und: 



* - 3,56 
T 



Q2 = 



2 "■ 10,56 
537,66* 



Qi = 



3,56 
537,6 6* 



^' "" 10,56 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 6). : 
Q^ = 153,6 63 

Q, = 51,2 6^ 



und: 
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Aufgabe 93. Ein Freiträger (d. h. ein 
Träger, der nur mit einem Ende befestigt, 
mit dem andern frei ist) sei Im lang and 
mit 2000 kg gleichmässig belastet, wie gross 
sind die Dimensionen des in Fig. 144 resp. 
145 gegebenen Profils za nehmen? 

(S für Druck = 900, für Zug = 300.) 



Hilfsreohnongen. 



1). . 



2000 . 100 
2.300 



1000 



= 333 



8 



2) log 333,3 = 2,5228353 

— log 153,6 = 2,1863912 



0,3364441 
1 

• — 

8 



log h = 0,1121480 
mithin : 
num-log & oder 5 = 1,2946 



3). 



log 111,1 = 2,0457141 
— log 51,2 = 1,7092700 



0,3364441 
1 

8_ 

0,1121480 

(8. oben Hilfsrechn. 2)* 



Auilösung. Für einen bestimmten Fall 
berechnet man ans der Gleichung: 

M = QS 

den Wert von Q und je nachdem man S 
für Zug oder für Druck eingesetzt hat, 
setzt man den erhaltenen Wert dem obigen 
in Auflösung der vorigen Aufgabe erhal- 
tenen Ausdruck für Q^ oder Q, gleich, 
woraus dann h, die Höhe des Querschnitts 
und die Flanschenhreite desselben folgt. 
Für den vorliegenden Fall iht: 

VI = 2QS, also Q = ^^ 



2S 



und S = 300 für Zug, folglich 

2000 . 100 



Q = 



oder: 



2.300 
1 



Q = 333-5- (8. Hilfsrechu. 1). 
o 



Mit Annahme des Profils (Fig. 144 resp. 
145) ist nach Auflösung der obigen Aufgabe : 

Qi = 153,6 &' = Ij 



also: 



und somit: 



153,6 63 == 333,3 



8 



-V 



333,3 
153,6 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 
h = 1,29 cm oder ca. 13 mm. 

Hätten wir S für Druck = 900 in Rech- 
nung gebracht, so würde sich ergeben haben: 

2000 . 100 



oder: 



2.900 



Q = 111,1 

und diesen Wert Q^ aus voriger Auflösung 
gleichgesetzt: 

Q, = 51,2 &3 = 111,1 



also: 



8 



=v 



111,1 
51,2 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3). : 

b = ca. 13 mm 

also genau derselbe Wert, der sich durch 
die erste Eechnung ergab. 

Es ist also mit Bezug auf Fig. 144 resp. 
145 die Höhe des Profils: 
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Üb 


= 14 


. 13 == 182 mm 


und die Flanschenbreite : 


oder: 
oder: 


X 


= B 
B 
B 


— 12,86 
= 12,8 . 13 
= 166 mm. 



Aufgabe 94. Vier Balken ans Eichen- 
holz sind mit einem Ende in horizontaler 
Lage eingemauert und sollen als Unterlage 
zu einem Balkon dienen. Den Boden des 
letzteren bilden Granitplatten von 13 cm 
Dicke. Die Länge der Balken sei 2 m und 
die Entfernung vom ersten bis zum letzten, 
d. h. die Länge des Balkons, sei 3 m. 

Es ist die Breite und Höhe des recht- 
eckigen Querschnitts eines Balkens zu be- 
stimmen, und zwar soll die Breite sich zur 
Höhe verhalten wie 1 : 3 und jeder Balken 
soll die gentlgende Stärke besitzen, an seinem 
äassersten Ende eine zufällige Belastung von 
350 kg zu tragen. 

(Spez. Gewicht des Granit y = 2,8 und der 
Sicherheitskoeffizient S = 60 kg.) 



HiUsreohnung 1. 



780000 . 2,8 
1000 



= 78 .28 

624 
156 



2184 



AoflÖBiing. Wir haben im vorliegenden 
Fall die Breite und Höhe eines Balkens zu 
berechnen, der mit einem Ende festgemauert, 
am andern Ende eine Belastung von 350 kg 
zu tragen im stände ist, und welcher ausser- 
dem gleichmässig belastet ist mit dem vierten 
Teil vom Gewicht der Granitplatten, denn 
letztere werden von 4 Balken getragen. 

Das Volumen der Granitplatten ist: 

V = 200 . 300 . 13 
oder: 

V = 780000 ccm. 

Jeder Eubikcentimeter wiegt 2,8 Gramm 
und somit ist das Gesamtgewicht der Platten: 

780000.2,8 



G = 



1000 



oder: 

G = 2184 kg (8. Hilfsrechn. 1). 

Davon kommt auf einen Balken: 
^.2184 = 546 kg. 
Nach Formel 1 Seite 119 ist nun: 



z(|g-i-p) = QS 



worin G die gleichmässig verteilte, P aber 
die am freien Ende wirkende Last bedeutet. 
Hieraus erhält man für: 



a). 



K^G + P) 



Für rechteckigen Querschnitt ist aber nach 
Formel 15 Seite 82: 



Q = ^hh^ 

und da 

b :h = 1:3 

sein soll, so ist, wenn wir b = x setzen, 
h = dx, und diese Werte in die Gleichung 
für Q eingesetzt: 

(i = ^x(dxy 
oder : 

b) Q = |-*' 
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Hilfareohnmig 2. 

:. 200 (273 + 350) _ 2.10.623 



3.3 



Setzea wir ans Glekhong a). und b). 
Q, so ergibt sich: 

3 ,_ Kl^+p) 



12460 



oder: 



y 1884,4 = i ■ log 1884,4 

log 1884,4 = 8,1412616 



log« = 1,0470872 



-V/ 2I(1g+P) 
■ 3S 

sprecbenden Zableni 

•\/2.200(?*5 + S5ü) 



oder die eutsprecbenden Zablenwerte 
gesetzt : 



n-logjB oder b = 11,145 



oder nach nebenstebender Hilfsrecbnnng 2 : 

X = 11 cm 
d. h. die Breite eines Balkens ist 11 cm nnd 
die Höhe 3 . 11 = 33 cm gross zo nehmeo. 



Aufgabe 96, Ein abgestutzter Eegel von 
Gasseisen ist nacb Art der Fig. 146 be- 
festigt; die Halbmesser der beiden End- 
äacben sind R = 30 cm und r = 20 cm, 
die Länge ! = 50 cm. 

a). Wie gross ist die TragfiLhjgkeit, wenn 
man im gefährlichen Qoerschnitt eine Span- Frage 
nong von S = 250 kg pro n cm znlässt? 

b). Wie gross ist die Tragfähigkeit eines 
Gjlinders, dessen Halbmesser gleich dem 
mittleren Halbmesser des abgestutzten Ee- oder die entsprechenden Zablenwerte ein- 
gels ist? geaetzt: 

27 3,14.20- /SO _ V 
16 50 V20 ) 



AtiflÖBnng. a). Nacb der in Antwort anf 
entwickelten Formel ist: 



-r(?-')^ 



Figur 149. 



oder nacb nebenstehender Hilfsrechnong 1).: 
P = 105975 kg. 

b). Ein Cflinder mit dem mittleren Halb- 
messer 

. _ so +20 _ ,, 



hat dagegen nnter denselben ümetAnden nach 
Gleichung 7). Seite 99 die Tragntbigkeit : 



EiUBredmangen . 

27.3,14.8000.1.250 



' 16.50.2 

Venteprecbeiid gehoben, gibt: 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

P = - 



250. 60>. 3,14 



oder nach nebenstehender Hilfsrecbnnng 2).: 
P = 61328 kg. 
Berücksichtigt man, dass dieser Cylinder 
annähernd denselben Inhalt, also anch bei- 
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27 . 8,14 . 250.5 

2198 
628 



^). 



84,78 . 1250 
oder: 847,8 . 125 
= 847800 : 8 
= 105975 

250.50.50.50.3,14 __ 125.25.25.1,5 7 
32.50 "~ 2 ~ 

125 . 625 . 1,57 

4375 
3125 
625 



125 . 981,25 
= 8:981250 

122656 



122656 
61328 



nahe dasselbe Gewicht hat wie der oben 
dargestellte Kegel, so ergibt sich, dass die 
Form des letzteren bedeutend vorteilhafter 
ist als die des Gylinders, denn die Trag- 
fähigkeit ist um das 1,7 fache grösser. 



Aufgabe 96. Es soll die Schwingungs- 
achse eines Dampfmaschinen- Balanciers be- 
rechnet werden. Der Achsendruck beträgt AnllÖBiing. Der durch die Last auf die 
18000 kg, die Entfernung der Lagermittel Mitte eines jedenZapfensausgeübteDruckist: 
ist 760 mm, die Länge der Balanciernabe 
300 mm. Das Material ist Gussstahl und 
S = 800 kg pro D cm oder 8 kg pro D mm. 
Das Eigengewicht der Achse ist schätzungs- 
weise, als in der Mitte vereinigt, in den 
Achsendruck miteingerechnet. 



oder: 



oder: 



P = 4- • 18000 oder 9000 kg. 

Das Maximalmoment in der Mitte ist: 

M = PZ 

1 
2 

9000 . 380 



oder: 



M = 9000 



760 



M = 



M = 3420000 




sooo 



Y^oooo 



Nach der Gleichung 11). auf Seite 79: 
M oder Pa = QS 
und nach der Gleichung 7). auf Seite 99: 



Pa = 



32 



ist mit D als grösstem Durchmesser und 
mit S = 8kg: 
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Hilfsreohnungen. 



3 



3 



-1 / 32 . 3420000 __ 1 / 

^^* • • V 8 . TT ~ V 



1368000 



n 



y (log 13680000 — log n) 

log 13680000 = 7,1360861 
— log TT = 0,4971499 



6,6389362 
1 



3 



\ogd = 2,2129787 
mithin: 
num-log(2 oder d = 163,3 



3 



2). 



-4-8 —3 

log 120 = 2,0791812 
— log 380 = 2,5797836 



2,4993976-3 
1 



3 



0,8331325-1 
num-log = . 0,68098 



163,3 . 0, 68 

13064 

9798 



111,044 



3 



-4-3 —3 

log 240 = 2,3802112 
— log 380 = 2,5797836 



2,8004276-1 
1 



8 



num-log 

0,85798 . 163,3 

257394 
257394 
514788 

85798 



0,9334759-1 

0,85798 



140,108134 



3420000 = 
woraus man für 



8.D».?r 
32 



8 



D=V»^ 



3420000 



8.^ 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 1). : 

D == 163,3 mm. 

An einer andern Stelle, in der Entfernung 
120 mm vom freien Ende, also von A, ist 
nach der in Antw. auf Frage 120 ent- 
wickelten Formel: 

oder: 



3 



2e 



»»VI 



oder, da a: = 120 und l = 380, so ist: 

8 

^ 120 
380 



2? 






oder: 
oder: 



2 ^ = 163,3 . 0,68 

2^ = 111 mm (s. Hilfsrechn. 2). 



An einer dritten Stelle, in der Entfer- 
nung 240 Yon A, ist der Durchmesser: 



9 
^1 = 1))/ 



240 
380 



oder: 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3). : 
2(»t = 163,3.0,85798 

2(>i = 140 mm. 

Den Scheitelpunkt in A miteingerechnet, 
sind nun vier Punkte der kubischen Parabel, 
die der- Form gleicher Festigkeit entspricht, 
gegeben und man kann mit diesen leicht 
die Parabel aufzeichnen. (In gleicher Weise 
lassen sich aber auch noch die Durchmesser 
an beliebig vielen Punkten in beliebig zwi- 
schen 1 und 380 mm angenommenen Ab- 
ständen von A berechnen.) Da die Belastung 
symmetrisch ist, so haben beide Achsen- 
hälften gleiche Dimensionen. 

Die geradlinige äussere Form der Achse, 
die bedingt ist durch den Zapfendurchmes- 
ser, die Bundhöhen und durch die Länge 
des für die aufsitzende Nabe cylindrischen 
Teils, darf an keiner Stelle in die Parabel 
einschneiden, sie darf diese nur berühren. 

Ist l die Länge des Zapfens, d dessen 
Durchmesser und macht man das Verhältnis 
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l 

C = -j- = 1,6 (siehe Erkl. 150) 
a 

SO ist, da der Zapfen als ein gleichm&ssig be- 

V QHAA 1 ft ifi n y oQftnn lasteter Freiträger angesehen werden kann, 

9000.l,b.i6 ^ -w Jööüo ^ 1^^. ^gi^ijgn^ nach Gleichung 1). Seite 118: 

^ ' P« = 2QS 

y (log 28800 — log n) ^^ ^^ ^^ Rücksicht auf Formel 7 Seite 99: 

log 28800 = 4,4593925 pi ^ ^^^^ 

— log TT = 0,4971499 . 32 

3,9622426 ^^^^' 2d»;rS 

1 9000 J = ^» ^^ 



2 



32 



oder: 



logd = 1,9811213 ^'^^^' Q^^ l _ d^n% 

mithin: ^"^d ~ ~T6"" 

num-log d oder <2 = 95,746 ^^ ^^^^^^ ^^j^^^ „^^j^. 

9000 . 4- • 16 



5) 1,6.95,7 



71 . S 

und die entsprechenden Werte eingesetzt: 

5742" ^ ^ -l / 9000 . 1,6TT6" 

957 V 71.8 

153,12 oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 4).: 

d = 95,7 mm 
und somit 

Z = 1,6 . 95,7 
oder: 

2 = 153 mm (b. Bilfsrechn. 5). 



m). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 97. Wie verhalten sich die rela- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
tiven Festigkeiten zweier Balken aus gleichem gelösten Aufgabe 64. 
Material, von denen der eine 7,5 m lang, 12 cm 
breit und 16 cm hoch, der andere 8 m lang, 
10 cm breit und 14 cm hoch ist? 



Aulgabe 98. Wie ändert sich die Tragfähig- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
keit eines Balkens von 20 m Länge, 31 cm Breite gelösten Aufgabe 65. 
und 50 cm Höhe, je nachdem derselbe auf seine 
breite oder schmale Seite (flach- oder hoch- 
kantig) aufgelegt wird? 

Aulgabe 99. Wie verhält sich die Trag- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
fähigkeit einer cylindrischen Stange zu einer gelösten Aufgabe 66. 
solchen, deren Querschnitt ein Rechteck von 
gleichem Flächeninhalt ist, bei dem sich die 
Breite zur Höhe wie 5 : 7 verhält, wenn gleiche 
Länge und gleiches Material vorausgesetzt ist? 

Aulgabe 100. a). Welche Last kann ein Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
tannener Balken von 2 m Länge, 20 cm Breite gelösten Aufgabe 67. 
und SO cm Dicke an einem Ende aufnehmen, 
wenn er am andern Ende eingemauert ist? 

b). Durch welche Last würde er abgebrochen? 
(Festigkeitsmodulus 900 kg; S = 90 kg.) 



206 Elasticit&te- and FeBtigkeitBlebre. - 

Anlgabe 101. Welche Lasten würde der- Andeutung. Die Auflösting erfolgt analog der 
selbe Balken mit Sicherheit tragen, a). wenn er gelösten Aufgabe 68. 
an einem Ende eingemauert , die Last aber 
gleichmBssig aber seine j;anze Länge verteilt ist, 
b). wenn er an beiden Enden auf Stützen liegt 
und die Last in seiner Mitte wirkt, c). wenn er 
an beiden Enden nnterstUtzt und die Last gleich- 
mftssig über seine ganze L&nge verteilt ist, 
d). wenn er an beiden Enden eingemauert ist 
und die Last in seiner Mitte wirkt. 



Aufgabe 103. Ein Träger von rechte ckigem Andeutung. Die Auflösung erfo^ analt^ der 

Querschnitt hat 7'/, cm Breite, 15 cm Höhe und ,„ , . j. .. =,. ,7^ n ■ . ^ 1 ft^'S 

3,6mLftnge. Derselbe ist an beiden Enden ge- sd6sU,n Aufgabe 69. Für P «14----^ 

stützt und wird durch eine in seiner Mitte wir- zu nehmen [s. Gleichung 44).] 
kende Last von 7345 kg durchgebrochen. Wie 
gross ist demnach die relutiveFestigkeit des Stabs? 

Aoigabe 103. a). Wie gross muss die Höhe Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
«ines Trägers aus Gusseisen sein, wenn derselbe gelösten Aufgabe 70. 
4 m lang und 4 cm breit ist und bei fünffacher 
Sicherheit = 440kg pro \Zicra an seinem freien 
Ende 2000 kg tragen soll? 

b). Wie gross ist der Pfeil der Biegung, wenn 
'derElasticiUlsmodulusE = 1270000proQcmiBt? 



Aufgabe 101. Wenn einStahlstab von 500 mm Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Länge, S,53 mm Breite und 2,4 mm Höhe bei gelösten Aufgabe 71. 
1 kg Belastung 12,64 mm Senkung gibt, wie 
gross ist dann der Elasticitätsmodulns E? (Der 
Stab ist an beiden Enden gestützt und in der 
Mitte belastet? 

Aalgabe lOS. Berechne a). das Trägheits- Andeutung. Die Aanaiung erfoigi vuaog der ge- 
moment T einer Eisenbahnschiene von dem Quer- '*'"° Aufgabe 73. (nie Lage dsi flohwerpualtt« bei dam 
schnitt der Fig. Uö in Bezug auf die neutrale |°,?(,''LXb'!"d«tuiVä.'*2a»o'''' ''°"'*°"*"'^*''"" 
Achse. Es sollen bei der Berechnung die krumm- 
linigen Begrenzungen durch die in der Figur Figur 148. 
angegebenen geraden [Imrisse ersetzt werden, -^ ^ 
und ÄB^ 14 mm, ä"D = 93 mm, E"F = 
13 mm, EG = 53 mm, KL = 54 mm, KM = 
21 mm und die Höhe des Paralleltrapezes 
GHLK = 32 mm sein, 

b). Wie gross ist die Tragfähigkeit dieser 
mit ihren beiden Enden eingemauerten Schiene, 
wenn die freie Länge derselben 5 m beträgt, 

die Last gleichmässig über die ganze Länge ver- I 

teilt ist und S = 750 angenommen werden soll? 

c). Wie gross würde die Tragfähigkeit sein, 
wenn die Schiene an einem Ende befestigt und ' 

am andern belastet wäre? 

d). Wie gross ist in den beiden vorerwähnten 
Fällen die Tragfähigkeit, wenn das Eigengewicht 
der Schiene mit in Rechnung gebracht und für 
das spezifische Gewicht y = 7,82 gesetzt wird? 



Ungelöste Aufgaben über die relative oder Biegonggelasticität und -Festigkeit. 207 

Aufgabe 106. Welche Dicke und Breite sol- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
len die Balken eines Getreidemagazins erhalten, gelösten Aufgabe 74, nur dass im vorliegenden 
wenn dieselben bei einer Länge von 9 m an Fall nicht P sondern b resp. h die unbekannte 
beiden Enden eingemauert sind, 75 cm von ein- Grösse ist. 
ander abstehen, das Verhältnis der Breite zur 
Höhe des Querschnitts 5:7 ist, das Liter Ge- 
treide 776 Gramm wiegt und dasselbe höchstens 
90 cm hoch aufgeschüttet wird V 

(S = 90 kg pro □ cm.) 

Aufgabe 107. Wie stark muss eine guss- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
eiserne cylindrische Rad welle von 1,5 m Länge gelösten Aufgabe 75. 
sein, wenn dieselbe in dem Rad samt dem eis;e- 
nen Gewicht die ziemlich gleichmässig verteilte 
Last P = 1800 kg zu tragen hat und als prak- 
tisch zulässige Spannung für Gusseisen S = 
300 kg pro Öcm gerechnet wird? 



Aufgabe 108. Ein runder Baumstamm von Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
40 cm Durchmesser und 10 m Länge, der in gelösten Aufgabe 76. 
seinen Endpunkten unterstützt ist, hat welche 
Tragkraft, wenn der Sicherheitsmodul S = 
120 kg pro Q cm beträgt und die Last gleich- 
mässig verteilt wirkt? a). Welche Tragfähig- 
keit hat der aus demselben gezimmerte Balken 
mit dem denkbar grössten quadratischen Quer- 
schnitt, b). wenn eine Quadratseite horizontal 
liegt und c). wenn eine Diagonale horizontal 
liegt, d). welches ist die grösste Tragfähigkeit 
bei rechteckigem Querschnitt? 



Aufgabe 109. Ein gusseisemer Träger von Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
6 m Länge, bei dem sich h :h = 1:5 verbal- gelösten Aufgabe 77. 
ten soll, soll dieselbe Tragkraft haben wie ein 
cylindrischer Stab aus demselben Material, von 
derselben Länge und einem Durchmesser von 
12 cm. 

- • 

Aufgabe 110. Ein gusseiserner Tragbalken Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
von 71/2 cm Breite und 16 cm Höhe, der pro gelösten Aufgabe 78. 
Qcm auf 400 kg beansprucht ist, soll durch 
einen andern Träger von derselben Länge er- 
setzt werden, bei dem h :h = 2:5 und Ö nur 
300 kg pro Ocm beträgt. Welche Dimensionen 
mass der letztere erhalten? 

Aufgabe 111. Ein Träger von Gusseisen Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
und 2,5 m freier Länge hat einen kastenför- gelösten Aufgabe 79. 
migen Querschnitt von 16 cm äusserer Höhe und 
9,5 cm äusserer Breite. Die Wandstärke ist 
1,4 cm und S soll 400 kg pro □ cm nicht über- 
steigen. Wie gross ist die Tragfähigkeit: 

a). wenn der Träger an beiden Enden frei 
aufliegt und in der Mitte belastet ist; 

b). wenn derselbe an beiden Enden frei auf- 
liegt und die Last gleichmässig verteilt ist; 

c). wenn derselbe an beiden Enden einge- 
mauert und in der Mitte belastet ist; 

d). wenn derselbe an beiden Enden einge- 
mauert und die Last gleichmässig verteilt ist? 

e). Was ergibt sich für jeden der vorerwähn- 
ten Fälle, wenn der Balken so gelegt wird, dass 
die Höhe des Querschnitts zur Breite wird? 
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Aufgabe 112. Welche Last mit Einrechnung And«utung. Die Auflöatuig erfolgt analog der 
des eigenen Gc^richts kann ein an beiden Enden gelösten Aufgabe 80. 
gestützter gasseiserner Trftger von der Form 

Fig. U9 in seiner Mitte bj. an einem Punkt Figur 149. 

aufnehmen, der 2 m von dem einen und 5m, , 

von dem andern Ende entfernt ist, wenn H^ " B -« 

«i + ii = 43cm, h = a-, +«, = 27cm, B '■ : 

= 38 cm, b = 25 cm, die Stftrke Aei Mittel- 
rippe S cm, das spezifische Gewicht y = 7,5 
und S = 500 kg pro Q cm beträgt? 



Aufgabe 113. Wie gross. ist bei einem cj- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
lindrischen Stabe die Spannung S in einer £nt- gelösten Aufgabe 81. 
femung Y :=: 4 cm von der neutralen Schicht, 
wenn der Stab 12 cm Durchmesser hat und die 
Kraft P = 800 kg in einem Abstand « = SO cm 
von dem betreffenden Qaerschnitt angreift? 



Aufgabe 114. Welche Länge kann ein mit Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
beiden Enden frei aufliegender Balken aus Tan- gelosten Aufgabe 82. P ist im gegebenen Fall 
nenhok haben, wenn er 20 cm breit, 15 cm hoch die Summe aus Eigengewicht und gleichmässig 
und auf den laufenden Meter mit 630 kg be- verteilter Belastung, 
lastet ist, ehe der Bruch erfolgt, wenn sein 
apezifiaches Gewicht y = 0,5 und sein Festig- 
keitamodulus = 6Ö0 kg pro □ cm beträgt? 



Aufgabe 115. Ein Stahlstab von 510 mm Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Länge und 1000 g Belastung gab eine Pfeilhöhe gelösten Aufgabe 83. Die gesuchte Grösse ist 
von 3,58 mm, wenn derselbe an beiden Enden hier l, dort s,. 
gestutzt und in der Mitte belastet war. In wel- 
cher Entfernung l, Ton der Befestigungsstelle 
wird derselbe Stab, an einem Ende befestigt, 
durch dieselbe Last eine Biegung von S,8I mm 
geben? 

Aulgabe 116. Eine achmiedeeiseme Stange Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
von 5 m Länge, welche in ihren beiden Enden gelOaten Aufgabe 84. 
frei anfliegt und bei der eine Seite des qua- 
dratischen Querschnitts 15 cm beträgt, soll auf 
750 kg pro □ cm durch ein in ihrer Mitte wir- 
kendes Gewicht in Anspruch genommen werden. 
a). Wie gross darf, unter BerQck sichtig ung des 
Eigengewjcbta der Stange die in der Mitte an- 
zubringende Belastung sein? (y = 7,78.) 

b). Welche Last kann dieselbe Achse in ihrer 
Mitte noch aufnehmen, wenn dieselbe bereits 
in den Entfernungen 0,6 m , 2 m und 3 m von 
dem einen Ende die Lasten von 600 kg, 1500 kg 
und 2000 kg trägt? 
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5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
zeichnis ist, wie sub dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung 
für die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Alles, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
8um Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Dfuok Ton Oarl Hammer in Stvttgwt. 
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derReehenkiinsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. BphftriBchen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) o. höheren Xathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene a. des Baumes etc.); — 
aus aUen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodftsie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Masehmen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brüeken- u. Hoehoan's; der Eonstmktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspektiTe, Schattenkonstroktionen etc. etc. 

Schüler, Stndierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig riclitigen und erfolgreichen 

Studium, znr Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationollen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolph Hleyer^ 

Mathematiker, vereideter kOnigl. preuet. Feldmeiier, rereideter groeih. hessiicher Oeometer I. Klane 

in Frankfurt a. M, 
unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von R. Klimpert, Seminariehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 433. — Seite 209—224. Mit 16 Figuren. 

Inhalt: 

Ungelöste Aufgaben über die relative oder Biegungselastioität und -Festigkeit. ~> Die Geaetse der Toreions- 
elasticit&t. — Bestimmung des Torsionsmoments , der Torsionskraft und des grössten Torsionswinkels eines 

beliebigen Querschnitts. 

Stattgart 188S. | 

Verlag von Julius Maier 



1 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kanq 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



t^reisgekfönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Diesfs Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^^| pro Heft und bringt eine' Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik^ 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Uochbanes, des konstrnktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in Töllständigr 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelcüsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterricbtsplancs folgender Schulen: Realschulen I. nnd IL Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren Bilrgerschnlon, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschnlen^ 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschuleu, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem töten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagsliandliing. 
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Aufgabe 117. a). Es soll mit Rücksicht auf Knifeiitung. Die Auhösung erfolgt analog der 
das eigene Gewicht der Durchmesser eines Well- gelösten Aufgabe 85. 
baums von Eichenholz von 6 m LSnge gefunden 
Verden, dessen Mitte eine Last von 5000 kg zu 
tragen hat. 

b). Welche Stftrke würde die Welle unter 
sonst gleichen Uoist&nden haben müssen, wenn 
das Rad nicht in der Mitte angebracht, sondern 
TOD dem einen Lager 1,5, also vom andern 4,5 m 
entfernt wäre? 

{S = 65 kg pro Dem; r = 0,7) 



Aufgabe 118. Wenn die schmiedeeisernen And«utung. Die Auflösung erfolgt analog der 

Zapfen einer horizontalen Wasserrad welle 100 gelüsten Aufgabe 86 mit Berücksichtigung des 

mm lang und 60,2 mm dick genommen werden, in £rkl. 150 Gesagten. 
auf welchen Drnck sind die^lben dann be- / 1000\ 

rechnet? {e = -^^j 



Aufgabe 119. Nennt man die Dicke eines Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Zahns zweier ineinandergreifender Rftder im gelösten Aufgabe 37. 
Teilkreis = d, so ist für gewöhnliche Verhalt- Gesucht wird b reap. h und 1. 
nisse l = 1,5 d und 6 = 6 rf- Der Druck auf 
die Zähne sei 1000 kg und der Sicherheitskoef- 
fizient S = 90 kg pro □ cm. Welche Länge, 
Breite und Höhe ergibt sich daraus für je 
einen Zahn? 



Aufgabe 120. Wie stark wird sich ein 30 Andeutung. Die AuflSsung erfolgt analog der 
cm breites und 2,5 cm dickes tannenes Brett gelösten Aufgabe 88. 
biegen, wenn es flach auf zwei um 3,75 m von 
einander entfernten Stützen horizorital aufgelegt 
imd in der Mitte mit 25 kg belastet wird? 

(E = 130000 kg pro □ cm.) 



Aufgabe 121. Ein Gusseisenstab (y := 7,5) Andeutung. Die Auflöüang erfolgt analog der 
von regulär sechsseitigem Querschnitt (siehe gelösten Aufgabe 89. 
Fig. 150) ist einseitig eingemauert und hat im 
Qaerschnitt eine Kantenlänge von 4 cm. Figur 150. 

a). Wieviel darf die freie Länge desselben 
betragen, wenn die grösste durch sein Eigen- 
g^icht in ihm auftretende Spannung S 600 kg 
pro Ij cm nicht übersteigen soll ? 

b). Bei «elcher Länge wird der Stab durch 
Hin eigenes Gewicht brechen, wenn der Festig- 
keitsmodulus = 8000 kg pro □ cm beträgt? 



Aufgabe 122. Bei einem an den Enden frei Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

anfliegenden 7 m langen Träger von der Quer- gelösten Aufgabe 90 unter Anwendung der For- 

setuittsform Fig. 151 hängt eine Last von mel 31 c). Seite 88. 

Klimp«it, EUMioittti- und FeBtigkeiulehre. 14 
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15000 kg auf jeder Seite l'/j"» vom Stützpunkt 
entfernt. H beträgt 40 cm, Ä = 24 cm und 
h, = 8 cm. Es fioll die Beanspruchnng pro 
□ cm berechoet werden, a). ohne, b). mit 
BerackBichtigung des Eigengewicbts. 
(y = 7,6) 



Antgabe 123. Eine gusseiserne Röhre von 
elliptischem Querschnitt (s. Fig 152), die in 
der Lftnge von 4 m an beiden Enden gestutzt 
ist, kann, wenn A — 45 cm, Ä, = 27 cm, a = 
30 cm und a, = 19 cm beträgt, welche Last 
in ihrer Mitte tragen, wenn der Sicherheits- 
modulus zn 450 kg pro Q cm angenommen 
wird, und zwar 

a). wenn A horizontal Iftuft, 

b). wenn A vertikal steht? 

c). Welche Biegung ergibt sich in jedem der 
beiden Fälle, wenn E — lüOOOOO beträgt? 




Anlgabe 124. a). Wie groes ist die Flanschen- AmleiiUing. Die Auflösung erfolgt analog der 
breite eines gusseisernen Trägers, wenn neben- gelösten Aufgabe 92. 
stehender Querschnitt F^. 153 ein solcher von 
gleicher Festigkeit werden soll, wenn die Dl- Figur 153. 

mensionen durch die Rippenstärke 6 ausgedrückt ^ _^ ^ 

werden sollen, die Höbe des Querschnitts 12b, 
die Höhe der Querrippe 26 beträgt und man 
als zulässige Beanspruchung 500 kg pro □ cm 
fUr Druck und 250 kg für Zug annimmt, also 



das Verhältnis 



-- 2 gelten soll? 



b). Wie gross ist das Trägheitsmoment? 

c). Wie gross sind die WiderstandsmomeDte?' 




Aufgabe 126. Ein Träger vom Querschnitt Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Fig. 153 sei mit einem Ende befestigt und 2 m gelüsten Aufgabe 98. 
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lang mit 2500 kg gieichmäBsig belastet. Wie 
gross sind die DimensioDen zu nelmien, wenn 
S für Drack 500 und für Zug 250 gilt? 

Aulgabe 126. Zwei Balken ans Ttumenbolz 
sind mit einem Ende in borizontaler Lage ein- 
gemauert und tragen auf ihrer freien Länge von 
80 cm eine Sandsteinplatte von 140 cm Länge, 
90 cm Breite und 18 cm Dicke. £a ist die 
Breite und Höhe des rechteckigen Querschnitts 
eines Balkens zu beatimmeu, und zirar soll b : h 
= 4:7 Bein und jeder Balken soll genügende 
Stärke besitzen, um an seinem äussersten Ende 
eine zufällige Belastung Ton 200 kg tragen za 
^können. (Spezif. Gewicht des Sandsteins y = 2,5, 
Sicherheitskoeffizient S ^^ 90 kg pro Q cm.) 

Aufgabe 127. Eine abgestutzte Pyramide von 
Eichenholz ist nach Art der Fig. 154 befestigt, ' 
hat durchaus quadratische Querschnitte, also h ' 
— fc, und zwar ist die Kantenlftuge derselben 
an den beiden Endflächen 36 cm und 24 cm und 
die Länge 60 cm. 

a). Wie gross ist die Tragfähigkeit, wenn man 
im gefährlichen Querschnitt eine Spannung von 
S = 65 kg pro n cm zuläast 

b). "Wie gross ist die Tragfähigkeit eines [[ua- 
dratiscben Balkens von durchaus gleicher Breite 
and Höhe des Querschnitts, dessen Kante gleich^ 



Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
gelosten Aufgabe 94. 



, Sls Annaiung erfolgt lulog dsi go- 
ifgkbe 95 anUr Anvendung der Formaln für 
ihen qnenetmltt. 



dem arithmetiachen Mittel 



86 + 24 



Kantenlängeo der abgestntzten Pyramide ist? 

c). In welchem Verhältnis stehen die beiden 
so ennittelten Tragfähigkeiten? 



Anfgftbe 128. Es soU ein Träger von Sand- 
stein, der wie Fig. 155 geformt ist, berechnet gelösten Aufgabt 
werden. Derselbe habe ein eigenes Gewicht von 
150 kg und soll an seinem änsseren Ende 3500 kg 
tragen. Die Länge des Trägers sei 1 m und 
seine Breite 25 cm; der Sicherheitskoeffizient S 
^= 30 pro ncm. Wie gross sind die Höhen 
in je 20 cm Abstand von einander 
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VI. Die Torsionselasticität und -Festigkeit, 
ft). Die Gesetze der Torsionselftstidtät. 

Fraga 157. Was versteht man anter der 
ToriionatilaBticitat eioes Körpers, nDd 

UDter welchen UmstKadeo wird dieselbe in Antwort. Wenn man einen cylindrischen 
einem KQrper hervorgerufen oder znr Wir- oder Oberhaupt stabförmigen Körper an dem 
kung gebracht? einen Ende nnverfinderlich befestigt (also 

z. B. einklemmt oder einmauert, siehe Fig. 
Figur 15Ö. 156) und denselben am andern freien Ende 

nm seine Lfingmchtnng oder Längsachse 
dreht, so nehmen die anftnglich parallelen 
äusseren Lftngsfasem, aus denen man sich 
den Körper gebildet denken darf, die Lage 
TOD Schranbenlinien an, und zugleich em- 
pfindet man einen Widerstand, welcher am 
so grösser wird, je weiter man die Drehung 
aosfUtrt. Man nennt diesen Widerstand oder 

die in dem CyHnder etc. darch Drehung her- 

■wvi >■• -!• yi . . _- , 1. .. ^ TorgerifeBeB SpannoBgen drehende oder 



i DreteB. di» Wimfaug. Kninmnaf . sowie 
aw.^ dea Widencand, den ein ^wnndener KOr- 
pw litt äusawwt Gewalt aKgegeneetzt. 

^AI 153L Die b« der Tomoa oncs Stibs 
i»t«c L>rsJie äunreMnde elasDscb« Kraft ist aar 
ein« auiiuce Form der bei der Aasdeiuian)[ od« 
Zusammamlrijckunti: aaftrecatdBi Kraft, da aach 
si« durch eiua Vwsi^ebuiig da XolekUia gegvt- 
ainaniier ^»wedti wird. 



Torsionselasticit&t 



Fcag» täS. Wie ioasert sich die Tor^ 
kija:ii:ia&diiit:it. aai:hiiein die dun Kürper Astvtut. Sobald die drehende Kraft an f- 

ir^nende ärart m wirken aofbürt? hOrt. auf den stabförmigen Körper einza- 

bkL 154 E.eTirsionsel^dfcit kommt in *^*""'- ?^^1^ die hervorgerttlenen Span- 

^eJa.:3er Bezieumw n 3etr^t JLe bildet di« "'^^'^ denselben wieder m die nrsprOng- 

.ria.Uae.! ler Dräirwaiw .sehe .\ntwurt aw" ti*-"bö ta^ mnlckzudrehen and bewirkcD, 

>>:»« >■■■. -uai ist Mii:a b« der ttonstniktiga wöHil die Drehung eine nnrmässige war, dass 

ier "Y-alliaiuiB Tinii Z.tpTea ai b^ck^niiiii^iu dji «erdi^hiea Fisem durch eine Reihe von 

■■»rn;yB3ie:icaur'Jiii)is« ler jnE"örac!iti?n Ljswn. s^'hvriujfuujjeQumdiBLiingsachseindiefrühere 

ti<iutfu, juu- Laipt ifüna wieder anrilckkehren. Wenn dn- 

'^ pflftfit die Drvhong gewisäe Grenzen über- 

wirent werutfu, svhreitei und dann erst der Stab dch selbst 

X SriViretiiunit der fcHasüti- uberiassou wird, so bleitit eine grössere oder 

1 ürtMär, weiciw a» sfuitti ip;niij{ere ^'erdnehung zorttck nnd bei noch 

r ^iisajiinwndrTukiniii^ -lud nuiiur jteheuder Drehung zerreissen endlich 

uisuoen, vor;iii;utU due- jj^ Fa»erü mud iwarjeue, welche der Achse 

«ei t womtn isi. -^iiu ^ut ^^^ uuiicniiösteü liegen, anerst) nnd eio 

^^iäe^ ■'^vu^vtZl'ivu, ^'^'■'^ ^^''- Stabes wird von dem andern ab- 

leuiue -^farw- ier vei--i.ii». S"^»''!' Jiitr JOO? wunden. 
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Frage 159. Wie kann man im allge- 
meinen Terfahren, um die Torsionselasticität 
eines Stabes zu untersuchen? 

Figur 157. 




1 



a^- 




^h 



Antwort. Um die Torsionselasticität zu 
untersuchen, welche auftritt, wenn die ein- 
zelnen Schichten eines Stabes durch Drehung 
gegeneinander verschoben werden, klemmt 
man am einfachsten den Stab oder Draht 
an seinem einen Ende fest und bringt an 
seinem andern Ende einen Hebelarm nebst 
Gewichten an, siehe Fig. 157, welcher zur 
Längsrichtung des Stabes senkrecht steht 
und an dem die drehende Kraft wirkt. Wie 
schon oben bemerkt, entwickelt sich dann 
in dem Stab durch die Verschiebung der 
Schichten eine der Drehung entgegenwir- 
kende Kraft, welche mit der Grösse des 
Winkels zunimmt, um welchen man das un- 
tere Ende des Stabes dreht. 



Frage 160. Von welchen Physikern sind 
die ausgedehntesten Untersuchungen über die 
Torsionselasticität angestellt worden? 



Antwort. Die ausgedehntesten Unter- 
suchungen der Torsionselasticität resp. der 
Beziehungen zwischen der Torsionskraft und 
dem Drehungswinkel wurden von Coulomb 
und Wertheim angestellt. 



Frage 161. Wodurch unterscheiden sich 
die Untersuchungen der genannten Physiker 
von einander? 



Erkl. 156. Oscillieren (latein. oscillare) 
heisst schwingen, Schwingungen machen, sich 
in einer schwingenden Bewegung hin- und her- 
bewegen; auch schwanken, schaukeln. DieOs- 
cillation (lat. oscillatio), d. i die Schwingung, 
schwingende Bewegung, der Schwung oder die 
Vibration (spätlat. vibratio). 



Antwort. Coulomb untersuchte gedrehte 
Haare, Seidenfäden und metallene Drähte, 
also Körper von sehr geringer Dicke, wäh- 
rend sich Wertheims Versuche auf Stäbe 
von grossen Dimensionen erstreckten. 

Coulomb wandte bei seinen Versuchen die 
sog. Methode der Oscillationen^) an 
(siehe Antw. auf Frage 162). Wertheim aber 
benutzte eine schwere eiserne Bank mit zwei 
Aufsätzen (ähnlich denen einer Drehbank), 
in deren einem das eine Ende des zu unter- 
suchenden horizontal liegenden Stabes fest- 
geklemmt wurde. An das andere Ende 



i) Siehe Erkl. 156. 
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schraubte er eine zwischen zwei Lagern 
drehbare hohle Achse mit Rolle und letz- 
tere wurde durch angehängte Gewichte in 
Drehung versetzt. Um die Grösse der jedes- 
maligen Drehung messen zu können, war die 
eine Seite der Holle mit einer Kreisteilung 
versehen, auf die ein unbeweglicher Zeiger 
eingestellt war und den Torsionswinkel an- 
gab. Durch Untersuchung der Beziehungen 
zwischen diesem Winkel und den benutzten 
Gewichten gelangte Wertheim zu den Ge- 
setzen der Torsionselasticität. 



Frage 162. Worin bestand Coulombs 
Methode der Oscillation? 

Figur 158. 





Antwort. Die durch Coulomb befolgte Me- 
thode der Oscillationen war folgende: 

Er hing die zu untersuchenden Haare, 
Fäden und Metalldrähte lotrecht auf, band 
sie mit ihrem oberen Ende fest, befestigte 
an dem unteren einen schweren Körper*), 
durch welchen der Draht straff gespannt 
wurde und brachte an demselben einen Zeiger 
und unter diesem einen geteilten Kreis an 
(siehe Fig. 158). 

Figur 159. 




Erkl. 157. Coulomb befestigte am unteren 
Ende des Drahts zur Streckung desselben einen 
Metallcylinder so, dass die Achse desselben mit 
der des Drahts eine gerade Linie bildete. An- 
statt eines Cylinders nimmt man bei Wider- 
holung dieses Coulombschen Versuchs am ein- 



Wurde dann die Belastung B um ihre 
senkrechte Achse gedreht, so durchlief der 
Zeiger C die der Drehung zugehörigen Grade 
auf dem geteilten Kreis. Stellt nun AB 
(Fig. 159) ein stark vergrössertes Stück 
dieses in B befestigten Drahts vor und wird 
derselbe so um seine Achse gedreht, dass 



Siehe Erkl. 157. 
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fachsten eine Metallkugel, wie sie in Fig. 158 ein Streif seiner Oberfläche aus der Lage 

dargesteDt ist. Hat man eine kleine- Setzwage NA in die Lage NM gebracht wird, also 

oder noch besser eine Libelle zur Hand, mit ^er Punkt A den dem Winkel ACM zuge- 

f'f!fi? t ""^ ""'T ''' ^Ta K''T^l hörigen Bogen durchlaufen hat, so werden 

aufstellen kann, so kann man sich den Teilkreis j-nwi. j* j-rwi. j. 

auf Papier selbst anfertigen und mit Kopier- die Punkte b, c, d etc. an die Oerter &„ 

oder Heftzwecken auf der Tischplatte so be- ^p »i 6^^. gerückt sein und vermöge der 

festigen, dass die Kugel genau über der Mitte anziehenden Kräfte, welche die Festigkeit 

desselben schwebt. Den Faden kann man, in des Körpers bedingen, wieder an ihre frühere 

Ermangelung anderer Vorrichtungen, nötigen- Lage zu kommen sich bestreben*). Was 

falls mit seinem oberen Ende in den Klemmen aber von einem Teil der Oberfläche gilt, 

eines Retortenhalters befestigen. gilt von allen Teilen des ganzen Drahts. 

Würde der Bogen AM verdoppelt, so würde 
Erkl. 158. Das am Schluss der nebenstehen- ^^q Abweichung eines jeden der Punkte h, 
den Antwort erwähnte Gesetz von Coulomb ^ ^^^ ^^^ ^^^^^^ früheren Ort verdop- 
ist ein nur ideal richtiges, aber nicht praktisch ' wprdpn nnd nsich dpm frflhpr fthpp das 
gütiges, da, wie M. Baumeister in Würzburg P v!^! • ^ '^"^ °*. . aem trüöer über das 
1882 durch Versuche dargethan hat, durch das Verhältnis der Elasticität aufgefundenen Ge- 
Ziehen die Drähte in ihrer Dichte und noch setz (vergl. Antw. auf Frage 17) würde auch 
mehr in ihrer Elasticität geändert werden, was der Widerstand oder die Reaktion der Teile 
durchaus erklärlich ist, wenn man erwägt, wie gegen die drehende Kraft doppelt sein, folg- 
ein Draht, während er durch das Zugloch des lieh muss auch der ganze Draht mit dop- 
Zieheisens geht, von zwei Kräften in seiner pei^gr graft der Drehung entgegenstreben 
molekulpen Beschaffenheit angegriflFenw^^^^^ ^^^ g^^j^ ^^^^^^^ ^j^ einzelnen Teile des 

^ZS:^ dt a'nÄVe?e" d^ "K ^-^ts, nach dem Aufhören der Kraftwir- 

üches Zusammenpressen dieselbe zu vergrössern ^?^« J^f^st mit doppelter Geschwindigkeit 

strebt, und wie von vornherein nicht festzustel- wieder in ihre frühere Gleichgewichtslage 

len ist, welche von beiden Kräften vorwaltet, zurückkehren, der Winkel ACM wird ab- 

nachdem beim Ziehen die Spannung und die nehmen, zuletzt = werden, dann aber ver- 

Ziehgeschwindigkeit mit der Dicke der Drähte möge der erhaltenen Bewegung (nach dem 

verändert werden muss. ., . , Gesetz der Beharrung oder Trägheit, siehe 

Aus 5a«mm;6r8 Untersuchungen ergibt sich ^^ ^ehrb. der allgemeinen Eigenschaften 

ferner, dass die Spannung der Drahte nicht j^ xr« ^«\ » ^ * ^ ^ ^«^* 4 

ganz ohne Einfluss auf ihre Torsion ist, dass ^er Körper) nach der entgegengesetzten 
geglühte Drähte eine grössere Dichte und Tor- Seite übergehen. Dadurch wird die Bewe- 
sionselasticität zu besitzen scheinen als die un- ging allmählich verzögert und wird schliess- 
geglühten (während ihre Tragkraft bedeutend lieh ganz aufhören, sobald der Winkel der 
kleiner ist), und dass die Verschiedenheit des entgegengesetzten Drehung gleich dem ur- 
Materials selbst in einem und demselben Draht- sprünglichen Torsionswinkel geworden ist. 
stück Schwankungen des Torsionsmodulus ver- di^ Bewegung wird sich alsdann umkehren 
anlasst Hierüber sagt schon CotiZomft in seiner ^^^ der Draht sich. so lange hin- und her- 

^SXfÄ^^^^^^^^ ünregelmässig- J-^en, bis durch Reibung, Widerstand der 

keiten in den Resultaten: zwei Spulen desselben Luft und unvollkommene Elasticität des 

Drahts und derselben Nummer geben nicht im- Drahts die Schwingungen endlich aufhören, 

mer dieselbe Kraft bei gleichem Torsionswinkel, Indem nun die Kräfte, welche den Körper 

was nur der Herstellungsart der Drähte zuge- anregen, an den ursprünglichen Ort seiner 

schrieben werden kann, dem grösseren oder ge- Ruhe zurückzukommen, dem Abstand von 

ringeren Druck, den sie erleiden, wenn sie das diesem Punkt direkt proportional sind, so 

Loch des Zieheisens passieren dem Ausglühen, ^g^.^^^ ^j^g^ Schwingungen alle in gleichen 

t^r^onÄ "zu S^^^^^^^^ Zeiten geschehen, wie |ross auch der zu 

durchlaufende Bogen sein mag. 
Erkl. 159. Aus einer Betrachtung der Fig. Umgekehrt können wir schliessen, dass, 

159 ergibt sich ohne weiteres, dass die Ver- wenn alle Schwingungen m gleichen Zeiten 

drehung bei A dem Bogen AM entspricht; bei stattfinden, oder was dasselbe sagt, wenn 

h wird unter dem Einfluss derselben Kraft der alle Oscillationen isochron ^) sind , dass 

Bogen: j^^, dann auch die Torsionskraft dem Tor- 

hbi = ^j^.AM, sionswinkel proportional ist. 

bei c der Bogen: 

Nc M Siehe Erkl. 159. 

CCy = —.AM 2) ^ ^ 160. 

JN A. 
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beschrieben. Bei gleich starker Torsion zweier 
gleichartiger Stäbe von ungleicher Länge aber 
gleichem Durchmesser verhalten sich also die 
Torsionsbögen direkt wie die Stablängen, oder 
um eine Verdrehung bis zu einer be- 
stimmten Bogenlänge zu erreichen, ver- 
hält sich die erforderliche Kraft um- 
gekehrt wie die Länge des Stabes. 

Erkl. 160. Isochron oder isochrönisch (vom 
griech. isos, gleich, und chrönos, die Zeit) heisst 
gleichlangzeitig oder gleichlange Zeit dauernd; 
der Isochronismus, d. i. die gleiche Zeitdauer, 
z. B. der Pendelschwingungen einer Uhr. 



Frage 163. Wie laaten die von Cou- 
lomb und Wertheim aufgestellten und be- 
wiesenen Gesetze der Torsionselasticität? 

Erkl. 161. Nennt man die drehende Kraft, 
resp. das bei Wertheims Methode an dem Um- 
fang der Rolle wirkende Gewicht = P, den 
Hebelarm der Kraft = R, so ist FR = M 
das sog. Drehungsmoment^). 

1). Nimmt man bei einem und demselben Stab 
das Drehungsmoment 2, 3, 4 . . . nmal so gross, 
indem man entweder an ein und demselben Hebel- 
arm eine 2, 3, 4 . . . nmal so grosse Kraft an- 
greifen lässt, oder ein und dieselbe Kraft an 
einem 2, 3, 4 ... nmal so grossen Hebelarm 
wirken lässt, so wird der Torsionswinkel in dem- 
selben Verhältnis 2, *S, 4 . . . n mal so gross 

2). Wendet man Stäbe von demselben Mate- 
rial und demselben Durchmesser, aber von ver- 
schiedener Länge an, so findet man bei An- 
wendung derselben Kraft, dass bei einem 2, 3, 
4, nmal so langen Stab der Torsionswinkel 2, 
3, 4, nmal so gross wird als bei einem Stab 
von einfacher Länge. 

3). Wendet man cylindrische Stäbe von glei- 
chem Material und gleicher Länge an, deren 
Radien sich verhalten wie 1 : 2 : 3 : 4 : n, so 
werden bei Anwendung derselben Kraft die Tor- 
sionswinkel im Verhältnis 1:16:81: 256 oder 
1* : 2* : 3* : 4* : w* kleiner, so dass, wenn der 
Winkel, der bei dem Radius 1 entsteht, <u ge- 
nannt wird, die folgenden Winkel 



Antwort. Die von Coulomb und Wert- 
heim aufgestellten und bewiesenen Gesetze 
sind folgende: 

1). Die Torsionskraft ist dem Tor- 
sionswinkel proportional. 

2). DerTorsionswinkel ist der Stab- 
länge proportional. 

3). Der Torsionswinkel ist umge- 
kehrt proportional der vierten Po- 
tenz des Stabhalbmessers. 

4). Der Torsionswinkel ist von der 
Natur oder dem Material des Stabes 
abhängig. 

5). Der Torsionswinkel ist von der 
Spannung des Drahtes unabhängig. 



tu 



(0 



(O 



^ 16' 81' 256' 

-^ betragen. 

4). Wenn man bei gleichen Dimensionen und 
gleichen Kräften Stäbe von verschiedenem Ma- 
terial benutzt, so findet man die Torsionswinkel 
verschieden. 

Erkl 162. Unter dem Drehungsmoment 
einer Kraft P in Bezug auf einen beliebigen 
festen Punkt (siehe Fig. 160) versteht man 
das Produkt, bestehend aus der Kraft P und 
dem senkrechten Abstand M ihrer Richtungs- 
linie von dem festen Drehpunkt 0. Letzteren 
nennt man den Hebelarm oder Arm der Kraft. 




1) Siehe Erkl. 162. 
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Frage 164. In welche mathematische 
Formel lassen sich die genannten Gesetze 
zusammenfassen und wie lautet diese For- 
mel in Worten ausgedrtlckt? 



Erkl. 163. Der Torsionskoeffizient ist 
dasjenige Gewicht oder diejenige Kraft, welche 
am Ende eines Stabhalbmessers von 1 mm Länge 
wirkend einen Stab von 1 mm Länge so stark 
dreht, dass der Endpunkt des Radius einen 
Bogen von 1 mm zurücklegt. 



Antwort. Bezeichnet man den Torsions- 
winkel mit OD, die Kraft mit P, die Stab- 
länge mit 2, den Halbmesser des Stabes mit 
r und deD vom Material abhängigen Tor- 
sionskoeffizienten mit Y« ^^^^ ^^^* ^^^ 
obigen Gesetzen entsprechend: 

1 VI 
« = T -TS" 

Die Torsionskraft des Stabes ist gleich der 
Kraft, welche dem Stab die Drehung er- 
teilt, oder: 

P= (üT-p 

d.h. Die Torsionskraft ist proportio- 
nal dem Torsionswinkel, der vierten 
Potenz des Kadius des gedrehten 
Stabes und umgekehrt proportional 
der Länge desselben, ausserdem für 
jede Substanz noch proportional dem 
sogenannten Tor sionsko effizienten^). 



i) Siehe Erkl. 163. 



Frage 165. Die Untersuchungen, welche 
Coulomb über die Elasticität gedrehter Fäden 
und metallener Drähte anstellte, führten den- 
selben zur Erfindung welchen Apparates? 

Erkl. 164. Charles August de Coulomb, fran- 
zösischer Physiker und Ingenieur, wurde am 
14. Juni 1736 in Angouleme geboren Schon 
1776 hatte er eine Abhandlung über die Statik 
der Gewölbe, und 1777 eine Arbeit über Mag- 
netnadeln veröffentlicht. In Rochefort stellte er 
im grossen Versuche über die Steifigkeit der 
Seile an und entwickelte dann seine Theorie der 
einfachen Maschinen in einer von der Akademie 
preisgekrönten Abhandlung. Er starb am 23. 
August 1806. Sein Ruhm als Physiker gründet 
sich besonders auf die von ihm erfundene Dreh- 
wage, deren Konstruktion er in seiner Arbeit: 
„Eechercbes th^oriques et experimentales sur la 
force de torsion, et sur l'elasticite des fils de 
m^tal: Application de cette theorie h l'emploi 
des m^taux dans les arts et dans diff^rentes ex- 
p^riences de physique: Construction de diffe- 
rentes balances de torsion pour mesurer les plus 
petits degr6s de force. Observations sur les loix 
de Pelasticit^ et de la cohörence," Paris 1784 
veröffentlichte. * 



Antwort. Die Untersuchungen, welche 
Coulomb über die Reaktion anstellte, welche 
gedrehte Haare, Seiden^den und Metall- 
drähte ausüben, führten ihn zur Erfindung 
seiner Drehwage oder „Balance de tor- 
sion'', welche sowohl zum Nachweis der 
Torsionselasticität als auch namentlich zu 
elektrischen und magnetischen Unter- 
suchungen benutzt wird und deshalb auch 
den Namen der elektrischen Wage er- 
hielt. 

Indem Coulomb die Kraft untersuchte, mit 
welcher ein gedrehter Körper in seine ur- 
sprüngliche Lage zurückzukehren strebt, fand 
er, dass der Widerstand bei einem dünnen 
Draht ungemein klein ist und glaubte darin 
ein gutes Mittel zu erkennen, um sehr kleine 
Kräfte zu messen. 



Frage 166. 

eiDgerichtet? 



Wie ist Coulombs Drehwage 



Antwort. Coulombs Drehwage (siehe Fig. 
161) besteht in der Hauptsache aus dem in 
Fig. 157 dargestellten Faden oder Draht cd, 
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an welchem sich der horizontal schwebende 
Arm ab befindet {weswegen der Apparat den 
Namen einer Wage verdient). Nach den 
oben erwähnten GeEctzen wird die Dreh- 
wage um Eo empfindlicher sein, je länger 
der Hebelarm ac und der ihn tragende 
Draht 3^ und je geringer der Widerstand 
der Drehung ist, welchen der Faden de 
ausübt, vorausgesetzt, dass derselbe zugleich 
hinlänglich elastisch ist, um nach der er- 
forderlichen Umdrehung um seine Achse 
wieder auf seinen ursprünglichen Stand zu 
kommen. Um den Luftzug abzuhalten, wird 
der in Fig. 157 dargestellte Apparat in 
einen gläsernen Behälter gebracht, und weil 
so weite und lange Cylinder, als sie einer- 
seits die Länge der Hebelarme und ander- 
seits die Länge des Drahtes erfordern, kost- 
spielig sein würden und viel Raum einneh- 
men, so besteht die gläserne Umgebong der 
Drehwage aus einem Cylinder AB von 26 
bis 30 cm Höhe bei 20 cm Durchmesser, 
der mit einer in der Mitte durchbohrten 
Glas- oder Messingplatte bedeckt ist, aaf 
welcher eine 2 cm weite und 40—50 cm 
lange Glasröhre so aufgerichtet ist, dasa die 
geometrische Achse der Röhre mit der des 
Cflinders zusammenfällt. Etwa in der hal- 
ben Höhe des Cylinders ist dessen Mantel 
in einem horizontalen Kreis oa in 360" 
geteilt und in gleicher Hübe schwebt der 
Hebelarm, so dass man den von den Enden 
desselben durchlaufenen Bogen messen kann. 
Das obere Ende der Glasröhre hat eine 
Messingfassung yy, welche etwas weiter als 
die Röhre- und in 4 mal 90* geteilt ist. Ein 
auf diese Fassung aufgeschobener, nach aus- 
sen aber in dieselbe Cylinderfläche fallender 
Ring ist auf derselben drehbar und trägt 
einen Strich als Indes') zu der Teilung. 
Durch beide Ringe geht eine Teilung von 
etwa 3 mm Weite und auf dem drehbaren 
Ring ist eine geränderte Platte von etwas 
grösserem Durchmesser festgelötet. Beide 
Ringe sind auf der äusseren Cylinderfläche 
versilbert und die Teilstriche mit schwarzem 
Lack eingerieben. Auf der Oberplatte des 
zweiten Ringes ist eine kleine Rolle ange- 
bracht, auf die sieb ein Faden oder Draht 
aufwickeln kann, wenn man sie an dem auf 
ihre Achse gesteckten Kopf dreht'). Der 
Faden oder Draht ist mit seinem einen Ende 
an der Holle befestigt, einigemale nm die- 
selbe gewunden, dann durch die Bohrung 
und die Glasröhre nach dem unteren Glas- 
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Erkl. 165. Eine Coulombsche einfache Dreh- 
wage zu Versuchen über Torsionselasticität und 
Adhäsion liefert Mechaniker Ferdinand Ernecke, 
Berlin SW, schon zu JL 25. Dieselbe grösser 
und mit Stellschrauben, die Teilung auf das 
Glasgefäss geätzt (siehe Fig. 161), kostet e^ 50. 
Dieselbe mit Spiegelablesungen zu genauen Mes- 
sungen JL 75. Auch Leppin dt Masche, Ber- 
lin S, Max Kohl, Chemnitz, u. a. liefern die 
Drehwage zum Preis von JL 50 bis ,JL 75. 

Erkl. 166. Der Index (latein.) ist der Zeiger, 
Anzeiger, auch der Zeigefinger. 

Erkl. 167. Für Elasticitätsversuche ist die 
Aufhängung an der Rolle nicht immer zweck- 
mässig, namentlich zu Versuchen mit Drähten. 
Man befestigt dann besser den Draht in einem 
Zapfen Z (siehe Fig. 162), welcher in den ko- 
nischen Knopf Y endigt und in die, die Glas- 
röhre verschliessende Ereisscheibe mm^ so ein- 
geschliffen ist, dass sich bei jeder Drehung 
dieses Knopfes auch der an demselben befestigte 
Draht mitsamt dem an seinem unteren Ende 
hängenden horizontalen Hebel dreht , und letz- 
terem jede beliebige Gleichgewichtslage gegeben 
werden kann. Die Drehung des Knopfes Y muss 
sich so leicht bewerkstelligen lassen, dass sich 
hierbei die auch drehbare Scheibe mmi nicht 
mitdreht. Zur Bestimmung der Grösse der 
Drehung, welche dem Knopf Y und dem daran 
befestigten Draht gegeben wird, ist auf dem 
seitlichen Umfang der Kreisscheibe mm^ eine 
Gradeinteilung und an dem Knopf Y selbst der 
Zeiger J angebracht, welcher stets auf die 
Gradteilung zeigt und ein Ablesen des Torsions- 
winkels ermöglicht. 

Erkl. 168. Lange Drähte kehren auch nach 
bedeutenden Umdrehungen wieder in ihre vorige 
Stellung zurück. Coulomb erhielt z. B. Saiten 
von Messing in einer Länge von etwa 1 Meter 
30 Stunden lang siebenmal durch einen ganzen 
Kreis umgedreht, und sie kamen dennoch mit 
unveränderter Elasticität wieder auf ihren an- 
fänglichen Standpunkt zurück. 



cylinder geführt, wo er den schon erwähn- 
ten horizontalen Stab trägt, welcher einmal 
dazu dient, den Draht zu strecken, dann 
auch der Zeiger für die Teilung ist. Wenn 
das Gewicht des Zeigers zur Streckung des 
Drahtes nicht ausreichen sollte, so hängt 
man noch eine kleine Metallkugel an. In 
die Deckplatte des Cylinders ist ein Loch 
gebohrt und dieses mit Messing ausgefüttert; 
es nimmt einen starken Draht ö auf, wel- 
cher in einen Knopf endigt und mit seinem 
unteren Ende noch etwas über die Ebene 
der Teilung herabreicht. Der Cylinder wird 
in einen eingedrehten Falz eines Fussbret- 
tes gesetzt, das durch drei Fussschrauben 
horizontal gestellt werden kann. Hierdurch 
lässt sich immer bewirken, dass der ein- 
gehängte Faden oder Draht genau durch 
die Centren oder Mittelpunkte der oberen 
und unteren Teilung geht. 



Figur 162. 





Frage 167. Wie lässt sich mit Hilfe 
von Coulombs Dreh wage der Isochronismus 
ungleich grosser Schwingungen eines Drah- 
tes beweisen? 

Erkl. 169. Die Coulombsche Drehwage 
kommt ausser der in Figur 161 dargestell- 
ten Form auch noch in einer andern, durch 
die Figur 163 dargestellten Form vor. Die- 
selbe besteht aus einem würfelförmig;en Kasten 
ahcdifgh von ca. 30 cm Höhe, dessen vier 
Seitenwände aus Glasscheiben bestehen, in deren 
halber Höhe die mit Gradeinteilung versehenen 
Papier- (der Messingstreifen kl, op, qr und 
tu horizontal befestigt sind. Dieser Kasten 
ist oben durch eine Glasscheibe abgeschlossen. 



Antwort. Um mit Coulombs Dreh wage 
den Isochronismus ungleich grosser Schwin- 
gungen eines Drahtes zu beweisen, drehe 
man die Deckplatte des Cylinders so, dass 
die Nullpunkte beider Teilungen in dieselbe 
Vertikalebene fallen; der Hilfsdraht iT steht 
dann gleichfalls in dieser Ebene und der 
Yersuchsdraht ist dann ohne alle Drehung. 
Man drehe nun den Zapfen, woran der 
Draht befestigt ist, in solcher Richtung, 
dass der wagerechte Hebel gegen den senk- 
rechten Hilfsdraht (f anschlägt, dann kann 
sich letzterer und also auch das untere 
Ende des Versuchsdrahtes nicht drehen, da 
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auf deren Rahmen BB, der Steg CC, befestigt der Draht aber obeo gedreht wird, so 

ist, wekher in seiner Mitte eine grössere Durch- kommt er in eine I affp aiix wpli-lipr ihn 

bohrung trägt, um den senkrecht aufgehängten T „Vj r -.»l ■ ß f« welclier lün 

Faden oder Draht vw hindurci>.ula9feii. A^ seine Etastici tat in die_ aDfängliche Lage 

dem Steg CC, ist eine etwa 50 cm lange Glas- znrücK zudrehen bemüht JSt. Hebt man nun 

röhre Ton 2cm Durchmesser befestigt, welche <^^° Eilfsdraht J leise, d. h. ohne an dem 

in den messingenen Fassungen D und E ruht wagerecht schwebenden Hebel Erschütte- 

und zur Aufnahme des Drahtes vtc dient, an rungen heryorzurufen , so wird der Ver- 

dessen unterem Ende eine Holse x angebracht suchsdraht sofort der Kraft der Elastici- 

.Bl^ in welche der Stab Hebel oder Zeiger n« tftt folgen und, da letztere ununterbrochen 

iutT eTnef h^orr/onfal^^Eb '' d' h ^^^^' ^'"^ ""'^ beschleunigter Geschwindig- 

kann, sobald der Hilfsdraht rd entfernt wird" ^eit nach der Richtung drehen nach welcher 

Die Vorrichtung zur Aufhängung des Drahtes ^"'^•'^r der obere geteilte Ring gedreht 

VW ist die bereits in Erkl. 167 beschriebene. wurde. Infolge des BeharmngSTermögens 

Welche Abänderungen resp. Verbesserungen geht aber der Draht nebst Hebel über seine 

Coulombs Drehwage erfahren hat nnd wie mit ursprüngliche Lage hinaus, die elastische 

derselben operiert wird, um die Wirkung des Kraft wirkt jetzt seiner Bewegung entgegen 

Erdmagnetismus auf emen drehbaren Magnet- „nd vermindert die Geschwindigkeit der 

tfiw~rT™=" "'S ^ w'^"'.»u^"l" Drehung immer mehr und mehr? bis die- 
tricitäts mengen zu messen, das ist ausfQhrhch ,. r ■ u »t n ■ j j 
angegeben in Kleyers Lehrbuch des Magnetis- ^^"*^ ß'^'^^ N°" ^"^ ""<* \°" ."^"^«'. ^»"6 
mus Seite 153 und folgende, sowie ia Klevers entgegengesetzte Drehung eintritt, wie es 
Lehrbuch der Eeibungselektricität Seite 190 ausführlich schon in Antwort auf Frage 162 
und folgende. ' beschrieben wurde. 

Neben der Dreh wage stelle man nocb 
Figur 16S. ein Pendel mit hörbaren Schlägen auf, nm 

bei den Versuchen die Zeit, d. h. die Dauer 
von einer bestimmten Anzahl (n) Schwin- 
gungen zu messen. Es braucht dies kein 
Pendel zu sein, welches genau Sekunden 
EcbllLgt, nur muss es während der Dauer 
zusammen gehöriger Versuche Schwingungeo 
von gleicher Daner machen, also seine an- 
fängliche Länge unverändert beibehalten. 

Man drehe nun den Ring mm, (Fig. 162) 
z. H. um 10", hebe den Hilfsdraht d heraus, 
zähle die Schwingangen bis zu einer fest- 
gesetzten Zahl n z. B. 20, und lasse von 
einem zweiten Beobachter die Pendelschläge 
zählen (selbstverständlich muss gleichzeitig 
mit dem Auslösen des Hilfsdrahtes der erste 
, Pendelschlag beginnen). Soll der Versuch 
' Anspruch auf grössere Genauigkeit machen 
können, so muss man die Schwingnugeo 
des Stäbchens kh durch ein Fernrohr mit 
senkrechtem Faden beobachten , der auf 
die Ruhelage des Stäbchens gerichtet ist. 
Nehmen wir an , es seien n Schwingungen 
in t Sekunden gemacht; man lasse dann 
den tordierten Draht wieder zur Ruhe kom- 
men, drehe den Ring mm, um eine grössere 
Anzahl von Graden als vorher, d. h. man 
f^^ gebe dem Draht eine grössere Schwingangs- 
weite oder Amplitude'), z. B. von 20 and 
stelle damit den vorigen Versuch wieder 
an. Der Draht macht jetzt grössere Schwin- 
gangen, aber hei den stärkeren Dcehnngen 
ist auch seine Elasticität grösser, und der 
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Erkl. 170. Amplitudo, lat. (von amplus, weit, Versuch wird zeigen , dass er wieder n 

geräumig) bedeutet die Weite, der Umfang; Schwingungen in derselben Sekundenzahl t 

insbesondere die Bogenweite; die äusserste Ent- zurücklegt. Kleine und grosse Schwingungen 

fernung eines schwingenden Körpers von der ^ j j derselben Zeit zurückgelegt 

Gleichgewichtslage; französisch Amplitude (spr. * . . j . v J^7 ,• v * j- 

angplitüd,) ** ^ i oder sie sind isochron, folglich muss die 

Kraft durch Elasticität dem Winkel, um 
welchen der Draht gedreht wird, dem sog. 
Torsions Winkel proportional sein. 



Frage 168. Welcher Satz gilt für den 
Fall, dass auf einen Draht gleichzeitig eine Antwort. Wirken auf einen Draht 
drehende Kraft und eine dazu senkrecht gleichzeitig ein tordierendes Mo- 
ziehende Kraft einwirken? ment und ein dazu senkrechter Zug, 

so verstärken sich dieselben gegen- 
seitig in ihrer Wirkung. 



Frage 169. Von wem wurde dieser Satz 

aufgestellt und durch welches Experiment Antwort. Dieser Salz wurde von F. 

wurde er bewiesen? Himstedt in Freiburg i. Br. im Jahre 1882 

«,,--. TT , ^ rr .1 aufgestellt und neben anderen Versuchen 

Wiedemann 1879 den Satz auf: Wenn man wiesen. rr ^ j t.. j • m 

einen Draht, welchem eine bleibende Drehung Ein weicher Kupferdraht war drei Tage 
erteilt worden ist, abwechsehid be- und ent- lang mit 10 kg pro D mm belastet ge- 
lastet, so entzieht man ihm dadurch einen Teil wesen. Die Belastung wurde entfernt bis 
seiner bleibenden Torsion, und erst nach wieder- auf 1 kg pro Q mm und dem Drahte 
holten Be- und Entlastungen gelangt der Draht qIj^q vorübergehende Torsion von 90® er- 
in einen Zustand, in welchem eine dauernde ^^^i^ j^^^h Aufhebung derselben konnte 
Aenderung seiner bleibenden Drehung durch ^^^^ ^.^^ messbare bleibende oder (per- 
Be- und lijitlasten nicht mehr eintritt, ueb«- ^„„^„^^^ rp/.»^;/.« «^«i» «4«« ki^;k««^^ v^,. 
die Wirkung, welche in diesem (stationären, manente) Torsion, noch eine bleibende Ver- 
bleibenden oder beständigen) Zustand eine Be- längerung beobachtet werden. Der Draht 
lastung des Drahtes durch Zug hervorbringt, wurde hierauf bei 10 kg pro D mm wieder 
bemerkte TT. Thomson (1878), dass ein Stahl- temporär (oder zeitweise, vorübergehend) 
draht sich beim Belasten verdreht, und um 90^ gedreht. Nach Entfernung der 
nach Fortnahme der Belastung wieder in seine drehenden Kraft zeigte derselbe eine blei- 
alte Lage zurückkehrt , und dasselbe beobach- ^ende Torsion von mehr als 8 ° und eine 
tetej. Warhurg (1880) bei Kupfer- und Lisen- i^j^ibende Verlängerung von 0,22 mm. Also 
drahten, mit der weiteren Wahrnehmung, dass , ^ in?« ™ ri ««. rkr.^*e/.v»«u*o 

die in dem stationären Zustand durch einen der Zug von 10 kg pro D mm Querschnitts- 
Zug bewirkte Torsion der ziehenden Kraft nache allein ist nicht im stände, eine blei- 
nahezu proportional ist, und F. Himstedt be- bende Verlängerung hervorzubringen, und 
merkte bei seinen Versuchen, dass, wenn man die zeitweise oder temporäre Torsion von 
einem Drahte, der durch ein angehäng- 90» allein ist nicht im Stande, eine Wei- 
tes Gewicht gespannt gehalten wird, bende oder permanente Torsion zu be- 
eine bleibende Drehung erteilt, stets wirken; wirken aber der Zug und die 
eine bleibende Verlängerung desselben ^^ehende Kraft gleichzeitig auf den Draht, 
®^'^*^^**- so tritt sowohl bleibende Verlängerung als 

Erkl. 172. KoUrausch und Boomis haben auch bleibende Drehung auf. 
die Torsion benutzt, um die Aenderungen zu 
messen, welche die elastische Kraft der Körper 
durch Erwärmung erfährt. Aus ihren Beo- 
bachtungen hat sich ergeben, dass zwischen 0° 
bis 100" der Elasticitätsmodulus des Eisens 
sich um 5"/o, der des Kupfers um 6%, der des 
Messings um 6,2% vermindert. Die bei stei- 
gender Temperatur schon an sich wahrschein- 
liche Abnahme der elastischen Kraft hatte schon 
früher Wertheim an einer grösseren Zahl von 
Metallen nachgewiesen. 
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1)). Bestimmung des Torsionsmoments^ der Torsionskraft und des grössten 

Torsionswinkels eines beliebigen Querschnitts. 



Frage 170. Um für den Gleichge- 
wichtszustand eines auf Torsions- oder 
Yerdrehungsfestigkeit beanspruchten Kör- 
pers eine algebraische Formel entwickeln 
zu können, haben wir uns welche Kraft- 
wirkungen zu vergegenwärtigen? 



Erkl. 173. Die Querschnittselemente eines 
Stabes widerstehen einer Beanspruchung auf 
Drehung von aussen in ganz ähnlicher Weise 
wie bei Biegung. Dort bilden die Querschnitts- 
elemente oder Faserquerschnitte mit dem Qua- 
drat ihrer Abstände von der neutralen Achse, 
algebraisch summiert, zusammen ein Moment, 
•das sog. Trägheitsmoment T. 



Antwort. Wollen wir den Gleichge- 
wichtszustand bei einer Beanspruchung 
auf Torsions- oder Verdrehungsfestigkeit 
innerhalb der Elasticitätsgrenze durch eine 
algebraische Formel darstellen, so haben wir 
einerseits von aussen auf den Körper ein- 
wirkend ein Moment M, bestehend aus Kraft 
P mal senkrechten Abstand R derselben von 
der Drehachse (resp. die algebraische Summe 
von zwei oder mehreren Drehungsmomenten), 
anderseits haben wir im Stab den Wider- 
stand, welchen die Querschnittselemente 
zweier einander unendlich nahe gelegenen 
Normalquerschnitte einer gegenseitigen Ver- 
schiebung (wobei sich die Qaerschnitte um 
die Verbindungslinie ihrer Schwerpunkte 
drehen) entgegensetzen. 



Frage 171. Denkt man sich zwei ganz 
gleichartige Prismen in, zu ihren Achsen 
parallele Fasern zerlegt uud nimmt man an, 
dass von jedem dieser Prismen eine ein- 
zelne Faser beziehlich derselben drehenden 
Kraft unterworfen ist, so werden die durch 
diese äusseren Kräfte in den beiden Fa- 
sern erzeugten inneren Spannungen nach 
den bisherigen Erfahrungssätzen in welchem 
Verhältnis zu einander stehen? 



Erkl. 174. Die Figur 164 stelle einen Quer- 
schnitt des auf Drehung beanspruchten Stabes 
vor, dessen sämtliche Längsfasem eine Drehung 
«rfuhren, die bei allen derselben Winkelöffnung 
hoc = 0} entspricht. Die Fasern des äusseren 
TJmfangs waren infolgedessen gezwungen, mit 
ihren in dem betreffenden Querschnitt gelege- 
nen Punkten einen Bogen bc = "Ro) zu be- 
ischreiben. Solche Fasern dagegen, welchen ein 
beliebiger Kadius, wie z. B. ox = q angehört, 
konnten gleichzeitig nur den Weg ga zurück- 
legen und äussern demgemäss einen verhältnis- 
mässig geringeren Torsionswiderstand; es ver- 
halten sich somit die Widerstände der 
Fasern bei der Drehung wie ihre Ab- 
stände von der Drehachse, oder: 



Antwort. Denkt man sich zwei ganz 
gleichartige Prismen in zu ihren Achsen 
pjirallele Fasern zerlegt und nimmt man an, 
dass von jedem dieser Prismen eine einzelne 
Faser beziehlich derselben drehenden Kraft 
unterworlen ist, so werden die durch diese 
äusseren Kräfte in den beiden Fasern er- 
zeugten inneren Spannungen s und S nach 
den bisherigen Erfahrungssätzen um so grös- 
ser sein, je grösser der Querschnitt der 
Faser ist, je grösser der Drehungswinkel 
ist und je entfernter die Fasern von der 
Drehachse liegen ^) ; dagegen werden die 
Spannungen in dem Masse geringer sein, 
je mehr Länge die Fasern besitzen. 



>) Siehe Erkl. I74. 



Figur 164. 



s : S = (> : R oder 
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Frage 172. Wie lässt sich der Inhalt 
der Antwort auf die vorige Frage über- 
sichtlich durch eine algebraische Formel 
darstellen, und zu welchem Gesetz gelangt 
man unter weiterer Benutzung dieser Formel? 

Figur 165. 





/^ 
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y 
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K^^^^^ 
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j 
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■ 



Y 



Erkl. 175. Je nachdem man bei der Biegung 
eines Stabes den Querschnitt auf X X oder Y Y 
(siehe Fig. 165) als neutrale Achse bezieht, d. h. 
den Querschnitt um XX oder um YY gedreht 
denkt, hat das Trägheitsmoment die Form: 

Ti = 2- {fy-^) resp. Tj = Z {fx^) 

Hiernach bekommt man bei einem Rechteck 
wie überhaupt bei solchen Querschnitten, wel- 
che nicht für beide Achsen dieselbe Symmetrie 
zeigen, zwei verschiedene Grössen für das Träg- 
heitsmoment, je nachdem die Biegungsebene in 
Bichtung der einen oder andern Achse des Quer- 
schnitts fällt. Denkt man sich nun durch 
(siehe Fig. 165) noch eine dritte Achse gelegt, 
welche auf der Ebene der beiden andern senk- 
recht steht, und die Flächenelemente f auf diese 
Achse Z Z bezogen, so bekommt man durch al- 
gebraische Summierung derselben ein Trägheits- 
moment von der Form Z {fQ\ Die zwei Träg- 
heitsmomente 2{fy'^) und Hifx"^), bezogen auf 
zwei in der Ebene des Querschnitts gelegene 
Achsen XX und Y Y, nennt man die achsialen 
Trägheitsmomente des Querschnitts, das- 
jenige aber, welches auf eine, ebenfalls durch 
den Schwerpunkt der Fläche gehende, aber auf 
der Ebene derselben normal stehende Achse 
ZZ bezogen wird, nennt man das polare Träg- 
heitsmoment und bezeichnet es mit T^ oder 
wie nebenstehend mit To. 

Mit Bezug auf Fig. 165 ist nach dem pytha- 
goräischen Lehrsatz: 



Antwort. Es seien für irgend zwei Fa- 
sern von den Qnerschnittsflächen f und f^, 
deren Längen l und Z^ und deren Entfer- 
nungen von der Drehachse q und g^ sind, 
s und s^ die der Verdrehung widerstehen- 
den Kräfte und «o und <u^ die grössten Yer- 
drehungswinkel, also 6> q und o»^ q^ die die- 
sen Winkeln zugehörigen Drehbögen, dann 
verhält sich: 

woraus sich ergibt: 

oder wenn man den von der Elasticität des 
Materials abhängigen Koeffizienten: 

^i Qi fi 

durch Versuche ermittelt und berechnet hat, 
und diesen Wert, den man den Elasticitäts- 
modnlus in Bezug auf Torsion mit E^ be- 
zeichnet, so ergibt sich: 



oder: 



l 



El« . 



Da der Arm, an welchem diese Kraft s 
wirkt = Q ist, so ist das statische Moment 
dieser Kraft in Bezug auf die Drehachse: 

Et <o 



8Q = 



l 



fQ' 



Für einen und denselben Körper müssen 
aher E^ , (o und l konstante, d. h. unver- 
änderliche Grössen sein, so dass es zur 
Herleitung der Momente für die übrigen 
Fasern oder des Moments des ganzen Kör- 
pers nur auf die Bestimmung von f und q^ 
ankommt. Bezeichnet man die Summe der 
Momente aller Fasern durch Z" (/*?') und 
berücksichtigt man, dass für's Gleichgewicht 
die Summe der statischen Momente aller 
widerstehenden Kräfte eines jeden Quer- 
schnitts gleich ist dem statischen Moment 
P R oder dem Torsionsmoment M der äus- 
seren verdrehenden Kraft P, so folgt, dass: 



M oder PR = 



l 



.2 



(?' = ^^ + Ä 

und diese Gleichung mit /'multipliziert: 



oder wenn man das polare Inhalts- oder 
Trägheitsmoment 2(fQ^) mit To*) bezeich- 
net: 



1) Siehe Erkl. 175. 
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Was aber für ein Flächenelement gilt, gilt für 
jedes andere und demnach auch für alle zu- 
sammen. Somit ist: 



oder: 



To = Ti + T2 



M oder PR = 
woraus: 

P = 
und 



El« 



£1^ (O 
7R 



d. h. das polare Trägheitsmoment eines 
Querschnitts ist gleich der Summe der beiden 
achsialen Trägheitsmomente desselben Quer- 
schnitts. 

Bei Querschnitten, für welche T^ und Tj 
nicht dieselbe Grösse haben, ist die vorstehende 
Formel nicht ganz genau, da sich z. B. bei 
einem Rechteck nicht alle vier Seiten gleich 
stark verwinden; in diesem Fall ist nach Beu- 
leaux annähernd: 



PZR 



CD = 



E,To 



oder 



^EiTo/ 



a> 



P oder 



EiT, 



Y 



6^2 



3(0,45 + 0,96/*) 



worin Y die Entfernung der äussersten Faser- 
schicht vom Mittelpunkt des Querschnitts be- 
zeichnet. 

Für Beanspruchung auf Torsion sind immer 
solche Querschnitte vorzuziehen, welche in Be- 
zug auf zwei Achsen dieselbe Symmetrie zeigen, 
d. h. welche durch zwei rechtwinklige Schwer- 
punktsachsen in vier kongruente Figuren zer- 
legt werden. Das sind besonders Kreis, Kreis- 
ring, Quadrat, alle regulären Polygone mit ge- 
rader Seitenzahl und Kreuzformen. 

Ganz in derselben Weise wie bei Biegungs- 
festigkeit das achsiale Trägheitsmoment den 
Widerstand der Materialfasern kennzeichnet, 
thut es bei Torsionsfestigkeit das polare Träg- 
heitsmoment. 



d.h. der Torsionswinkel to in Bogen- 
mass ist proportional dem Verdre- 
hungsmoment und der freien Länge 
des Körpers, aber umgekehrt pro- 
portional dem Trägheitsmoment des 
Querschnitts und dem Elasticitäts- 
modulus für Torsion. Bei prisma- 
tischen Körpern von demselben Material 
und Querschnitt ist also der Verdrehungs- 
winkel proportional dem Verdrehungsmo- 
ment und der freien Länge des Stabes. 



Frage 173. Wie gross ist der Torsions- 
winkel Ol in Gradmass? 



Antwort. In Gradmass ist: 

271 



71 



(O =■ 



3^.0,0 Oder -g^-o, 



Setzt man diesen Wert für od in die obige 
Gleichung, so ergibt sich: 



(O" = 



180 TAI 



71 



EjTc 



oder 



180 PRZ 
E^ To 



71 



Frage 174. Was versteht man unter 

dem Verschiebungswinkel eines auf * Antwort. Denkt man sich den in Fig. 

Torsion in Ansprach genommenen Stabes? 159 dargestellten Cylinder durch eine an 

seinem freien Ende angebrachte Kraft ge- 
dreht, so wird, wie schon erwähnt, der 
Querschnitt des Cylinders um seinen Mit- 
telpunkt gedreht und zwar um so mehr, je 
näher derselbe dem freien Ende des Cy- 
linders liegt. Die Verbindungslinie der 
beiden Punkte MN bildet daher jetzt 
mit ihrer früheren Richtung den Winkel 



i^gr V 
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Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansfilhrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aafgeschnitten und gat brochiert, um den sofortigen nnd dauern- 
den Gebrauch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtUch, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
2um Selbststudium, das vortrefilichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Dmok von Carl Hammer in Stuttgarf« 




lasticitäts- und Festigkeits- 
lehre. 



orts, V. Heft 438. — Seite 225—240. 

Mit 6 Figuren. 




Vollständig gelöste 

Aufgaben- Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, fGr den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

inüabe mi Entfleklnng der benitzten Sätze, Formeln, Regeln, in Fragen und Antworten 

erl&utert durch 

viele Holzschnitte & lithograpL Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Reehenknnsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. spli&rischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Integral-Bechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
ans allen Zweigen der Physik, Mechanik , Graphostatlk, Chemie« Geodäsie , Nantik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, ESisenbahn-, Wasser-, 
Brickeii- n. Uochbaa's; der Konstroktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspdrtlTe, Schattenkonstmktionen etc. etc. 

fOr 

Sehtüer, Studierende» Kandidaten» Lehrer, Techniker jeder Art» Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forihfilfo bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr« Adolph Kleyer^ 

Mathematiker, yereideter kOnigl. preuti. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Oeometer I. Klasse 

in Frankfurt a. H. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 438. — Seite 225—240. Mit 6 Figuren. 

Inhalt: 

Bestimmnng des TorBionsmoments, der Torsiongkraft und des grössten Torsionswinkels eines beliebigen Qaer- 
schnitts. — Berechnuug von Trauamissiong- und Badwellen. — Der an einem Ende festgehaltene Stab ist in 
seiaer ganzen Länge gleichmässi^ mit dem Drehungsmoment M = P B beansprucht. — Bestimmung der 
KörperTormen von gleicher Torsionsfestigkeit. — Bestimmung der Arbeits- oder WirkungggröasOf welche cur 
Verdrehung eines Stabes um den Bogen lo nötig ist. — Gelöste Aufgaben. 

Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maler. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und hringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meeluurik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Bricken- nnd Hochbaues, des konstraktifen Zeichnens etc. etc. and zwar in ToUständig 
^Mer Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelung der 
benntiten Sätse, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) d6s Studierenden 
fiberlassen bleiben , und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
niSy Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsp]ancs folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ordn«, gleich- 
bereehtigten höheren Bfirgersehnlon, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschnlen, 
MllitSrschnlen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- nnd Offiziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Dic YerlagshancUiin^. 
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Figur 166. 




MNA = a oder die vor der Drehung mit 
der Achse parallele Faser des Gylinders 
bildet nach der Drehung eine Schrauben- 
linie, welche überall um den Winkel a gegen 
das Lot NA geneigt ist. Da dieser Win- 
kel die Verschiebung der Moleküle gegen 
einander 'misst, so nennt man denselben 
Yerschiebungs Winkel. 



Frage 175. Wie lässt sich die Grösse 
des Yerschiebungs winkeis bestimmen, und 
in welchem Verhältnis steht derselbe zu 
dem Torsionswinkel? 

Erkl. 176. Indem bei gleicher Sicherheit der 
Winkel A G M = oi mit der Länge des Prismas 
zu- und abnimmt, so folgt hieraus, dass es 
eigentlich der Yerschiebungs winkel a ist, des- 
sen Wert man für jedes Material nach den er- 
fahrungsmässig besten Konstruktionen bestim- 
men resp. beschränken muss, weil sich dann 
daraus der entsprechende grösste Winkel cu für 
jede gegebene Länge von selbst ergibt. 

Erkl. 177. Da die Hypothenuse stets die 
grösste Seite im rechtwinkligen Dreieck ist, so 
muss die senkrechte Faser AN durch die Drehung 
verlängert werden. Wegen des Widerstands aber, 
welchen sie einer solchen Ausdehnung nach den 
Gesetzen der Eohäsion entgegensetzt, drückt sie 
die mittleren Teilchen zusammen und es findet 
also im allgemeinen eine Verkürzung statt. Nach 
Young wird hierbei ein Draht um den vierten 
Teil soviel verkürzt, als die äusseren Teile sich 
verlängern müssen, wenn die Stablänge unver- 
ändert bliebe, wonach die Kraft dem Kubus 
oder der dritten Potenz des Drehungswinkels 
proportional sein müsste. Da dieselbe aber nur 
der einfachen Potenz des Torsionswinkels der 
Erfahrung nach proportional ist, so folgert er 
hieraus, dass keine absolute Längenausdehnung 
der Teile, sondern hauptsächlich oder bloss eine 
laterale^) Verschiebung derselben, eine Ueber- 
windung der Starrheit stattfindet. 

1) Siehe Erkl. 178. 
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Antwort. Die Grösse des Verschiebungs- 
winkels kann man aus <}er Grösse des Tor- 
sionswinkels ableiten. Ist nämlich der äus- 
serste Querschnitt um den Winkel ACM = ai 
(siehe Fig. 166) gedreht, so wird beim Ab- 
wickeln von dem Cylinder die erwähnte 
Schraubenlinie N M die Hypothenuse ^) eines 
rechtwinkligen Dreiecks, dessen eine Kathete 
N A die Länge l des Cylinders, und dessen 
andere Kathete der von dem äussersten 
Ende der Schraubenlinie beschriebene Bogen 
A M, oder wenn man den Abstand A G der 
Faser von der Achse des Cylinders mit Y 
bezeichnet, gleich Ya> ist. Der Winkel a 
ist der in diesem Dreieck ANM der Seite 
Yoi gegenüberliegende Winkel und daher: 



tga = 



Yfti 
l 



oder 



D 



Ol 



2Z 



da Y = 



yD; oder da a immer nur ein 
sehr kleiner Winkel ist: 



a 



oder wenn man: 



(U = 



setzt, so ist: 



«0 = 



Yai 



71 

"180 



Yn 

180 Z 



Ol' 



w' 



Der Verschiebungswinkel ist demnach der 
Grösse der Torsion proportional. Da nun 



1) Siehe Erkl. 177. 



15 
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Erkl. 178. Lateral (lat. lateralis, von la- die Torsionselasticität der Grösse der Tor- 
tus, die^Seite^ heisst zur Seite gehörig, zur sion proportional ist, so ist sie auch diesem 

^^^^^^.^^^^^^^^^^^^ proportional. 



Seite befindlich. 



Frage 176. Wie lässt sich das Tor- 
sionsmoment M = FE unabhängig vom 
Drehungs Winkel (o bestimmen? 



Figur 167. 




Antwort. Um das Torsionsmoment 
M = PR unabhängig vom Torsionswinkel 
zu bestimmen, sei S die in der äussersten' 
Faser, deren Entfernung von der Drehachse 
Y stattfindende Spannung pro Querschnitts- 
einheit und s die Spannung irgend einer 
andern Faser, deren Entfernung von der 
Drehachse q ist, dann verhält sich nach 
Erkl. 174: 

1) S:s = YiQ 

woraus : 

s = 



Y 



Diese Spannung s bildet zugleich den 
in jeder Flächeneinheit des kreisförmigen 
Querschnitts auftretenden tangential gerich- 
teten Widerstand, welcher der Verdrehung 
des Cylinders entgegenwirkt. Der in einem 
Flächenteilchen f auftretende Torsions - 
widerstand ist also (Fig. 167): 

sf= -Y'fQ 

und das statische Moment dieser Kraft in 
Bezug auf die Drehachse: 

S 



8fQ = 



fQ' 



Erkl. 179. Die Werte To für das polare 
Trägheits- oder Inhaltsmoment und den Abstand 
Y, sowie ftlr den polaren Querschnittsmodul Qi 
und das Torsionsmoment M sind für einige der 
wichtigsten Querschnittsformen folgende: 



und somit auch: 

2^8fQ) = Z{^ ^fQ^) oder 2{sfQ) = | • ^ifQ-^) 

oder da: 

2- (/•()') = To ist, so ist: 



Querschnitt. 



Y 



To 



Qt 



M 



Rechteck; Höhe = h 
Breite = h 



Quadrat; eine Seite a 
horizontal. 

Quadrat; eine Diagonale 
horizontal. 



Kreis. 



Kreisring. 



YV^' + h^~ 



^aY2 



2 

1 



±hh{b^ + h^) 



6 



a' 



aY2 



h' 



1 



d 



D 



Ä^^* 



32 



1^ 
6^ 



1 



hhYb^-i-h^ -frbhSYh^-th^ 



a' 



Y2 



a' 



3 Vi 



±nd> 



^.(D»_c?») ^n 



1(3 



D 



3" V2~ 
9' Y2 



^.Srf3 



1 (D*~ci*) ' 1 



T6^^- 



D 
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Da nach vorstehender Tabelle z. B. für einen 
kreisförmigen Querschnitt: 

M oder PR = -^n^d^ 

16 

also: p — JL ^S(?3 

16 ■ R 

ist, so folgt daraus folgender Satz: 

Bei Cylindern von gleicher Materie 
verhalten sich die statischen Momente 
der Kräfte, welche eine Trennung durch 
Verdrehung bewirken, wie die dritten 
Potenzen ihrer Durchmesser. 

Aehnliche Sätze lassen sich aus obigen For- 
meln auch für die andern Querschnittsformen 
ableiten. 

Erkl. 180. Da der Yerdrehungswinkel nach 
der in Antw. auf Frage 172 entwickelten Formel: 

MZ 

180 MZ 



Und da die Summe der widerstrebenden 
Kräfte eines und desselben Querschnitts 
gleich dem statischen Moment PR oder 
dem Torsionsmoment M der verdrehenden 
Kraft ist, so hat man endlich als Fun- 
damentalformel für Torsion: 



2). 



M oder P R = ^ • To 

1 



oder: 



(O 



— 



ist. 



71 El To 

und nach vorstehender Tabelle für den kreis- 
förmigen Querschnitt: 

To = ^7id^ 



und 



so ist: 



oder: 



32 



M = -^nSd^ 
lo 



Hiernach findet bei einem auf 
Torsion in Ansprach genommenen 
Körper innerhalb der Elasticitäts- 
grenze Gleichgewicht statt, wenn 
das Torsionsmoment (Kraft Pmal Nor- 
malabstand R derselben von der in ihrer 
Länge und Gestalt unveränderlichen Dreh- 
oder Schwerpunktsachse) gleich ist dem 
polaren Trägheitsmoment (bezogen 
auf die durch die Schwerpunkte der Quer- 
schnitte gehende Achse) dividiert durch 
den Abstand Y der am stärksten ge- 
spannten Faser von dieser Dreh- 
achse und multipliziert mit der 
Spannung S in der um Y abstehen- 
den Faser. 

Aus der vorigen Gleichung 2). folgt: 

STo 



P = 



(O = 



to = 

oder in Gradmass: 

«0 = 



7iSdH,^2 
IßE^nd^ 

2Sl 
E^d 

360 SZ 



oder da für: 



"Y 



YR 



Qi 



4). 



der polare Querschnittsmodulus 
werden kann, so ist: 



gesetzt 



Oder auch, wenn wir in der in Antw. auf 
Frage 172 resp. 175 entwickelten Gleichung für 
M = PR einsetzen und somit: 

PRZ 

''^ e,-t; 

erhalten, und hierein für T«, = -^^^^ setzen: 



3 



). 



P = 



SQ, 
R 



Q) = 



32PRZ 



oder, da -j-nd'^ die Querschnittsfläche F bildet: 
4 



0) = 2n ' 
oder in Gradmass: 

(o'' — 16. 
oder: 



E,F2 • 

360 PR? 
Eid* 



5 a). 



TT- 



0,0 — 360 . 



PRJ 
EiF2 



5 b). 



In analoger Weise erhält man für ein Prisma 
von quadratförmigem Querschnitt von der 
Seite a: 
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6PRZ 

" = -E7a^ 
oder: ) . . . 6). 

6PR2 1800 

a>" = • 

El na^ 

und für ein Prisma, dessen Qaerschnitt ein 
Rechteck von den Seiten h und h ist: 

12PRZ 



(Ü 



\ 



El 6 Ä (62-4-7*2) 
oder: ^ . . 7). 

^ _ 12PR; i8on 

^ ■" Ei6Ä(5»-|-Ä2)' ;;y ) 

Für einen hohlen Gylinder, dessen äus- 
serer und innerer Durchmesser D und d, ist, 
ergibt sich: 

32PRZ 



0) = 



Ei7r(D*— d*) 
oder: / . . S). 

32PRZ 180^' 



\ 



(O^ = 



Ei7r(D*— d*) 



f) 



Frage 177. Ans den vorigen beiden Glei- 
chungen 5 a). und b). ergibt sich welche Er- Antwort. Nimmt man in den beiden 
klärung für den Elasticitätsmodnlns in Bezug Formeln 5 a). und b). für F die Flächen- 
auf Torsion? einheit (iQcm oder iDmm) und für o» 

resp. a>^ den Drehungswinkel einer ganzen 

Umdrehung; also 27c resp. 360® an, so er- 
Erkl. 181. Nach neueren Versuchen kann, -^^i^ man: 
wie schon bemerkt worden ist: * E. = PR oder M 

El =: — E d. h. der Elasticitätsmodulus E^ in Bezag 

^ auf Torsion ist gleich dem Torsions- oder 

gesetzt, d. h. der Elasticitätsmodulus in Bezug Drehnngsmoment M = P R, durch welches 

auf Torsion kann ungefähr zu Vs des Elastici- ein Stab , dessen Querschnitt gleich der 

tätsmodulus der übrigen Festigkeitsarten ange- Flächeneinheit und dessen Länge gleich der 

nommen werden. Längeneinheit ist um eine volle Umdrehung 

von 2 71 resp. 360® verdreht würde, wenn 

Erkl. 182. Die nur mit wenigen Körpern dies überhaupt möglich wäre. Da dies aber 

direkt vorgenommenen Versuche geben auch für die meisten Körper nicht möglich ist, 

hier wieder Resultate, die oft sehr weit aus- so ist es auch hier besser, den Elasticitäts- 

einander liegen, und zwar insbesondere, wenn modulus einfach als die Konstante (unver- 

man die aus runden Stangen hervorgehenden änderliche Grösse) zu definieren, die man 

mit jenen vergleicht, die aus quadratförmigen erhält, wenn man die Gleichungen 5 a). oder 

Pnsmen resultieren. ^i). oder allgemein die in Antw. auf Frage 172 

entwickelte Gleichung in Bezug auf E^ auflöst. 



Frage 178. Was ist über die Trag- 
fähigkeit, sowie über den Verdrehungswinkel Antwort. Wenn ein an beiden Enden 
eines an beiden Enden festgehaltenen Stabes festgehaltener Stab in seiner Mitte durch 
von kreisringförmigem Querschnitt zu be- das Moment PR auf Verdrehung bean- 
merken, wenn derselbe in seiner Mitte mit sprucht wird, so verhält sich jede Hälfte 
PR auf Verdrehung beansprucht ist? ^^g staheB, auf welche das Moment yPR 

kommt, wie der an einem Ende festgehal- 
tene, am andern Ende auf Verdrehung be- 
anspruchte Stab. 

Da nun nach Gleichung 3). in Antw. auf 
Frage 176: 
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PR = QiS 

ist, und das polare Widerstandsmoment Q^ 
des Ereisrings nach der in Erkl. 179 ge- 
gebenen Tabelle: 

ist, so ergibt sich fttr die Tragfähigkeit im 
vorliegenden Fall: 

2 16 D 

nnd für den Yerdrehnngswinkel nach Glei- 
chung 8). in Erkl. 180: 

^ __ }_ 32 PR? 180° 



w" = 



2 E^n (D* — d*) 71 



c). Berechnung Ton Transmissions- nnd Badwellen. 

Frage 179.. Wo finden die oben gege- 
benen Formein und Regeln hauptsächlich Antwort. Die oben gegebenen Formeln 
Anwendung? und Regeln finden hauptsächlich Anwendung 

auf die in der Maschinenkonstruktion häufig 

Erkl. 183« Man pflegt die Wellen, nament- vorkommenden Rad - und Transmissions- 
lich die eisernen, je nach ihrer Verwendung in wellen, welche grösstenteils auf ihre Tor- 
schwere und leichte einzuteilen, und ver- sionsfestickeit in Anspruch genommen wer- 
steht unter ersteren diejenigen, welche unmittel- jg 
bar Yon den Kraftmaschinen betrieben werden 
oder mit diesen zunächst in Verbindung stehen, 
schwere Räder tragen oder überhaupt Vibra- 
tionen oder Stössen ausgesetzt sind, während 
man zu den letzteren oder leichten die Wellen 
der Arbeitsmaschinen, Triebwerke und gewöhn- 
lich schnell umlaufende Transmissions-, sowie 
die durch Menschenkräfte bewegten Wellen (wie 
jene der Winden und Erahnen etc.) rechnet. Für 
schwere Wellen rechnet man gewöhnlich die 
doppelte Sicherheit als für leichte. 



Frage 180. Welchen Einfluss hat die 

Länge einer Welle auf deren Torsions- Antwort. Aus der Antwort auf Frage 

festigkeit? 176 resp. aus den dort gegebenen Formeln 

ergibt sich, dass die Länge der Welle ohne 

Erkl. 184. Da die Wellenlänge ohne Ein- aUen Einfluss auf deren Torsionsfestigkeit 

fluss auf das Abwinden selbst ist, dagegen, wie igt. Eine längere Welle ist zwar leichter 

bereits angegeben, auf die Grösse des Ver- 2u verdrehen als eine kürzere, dieselbe 

drehungswinkels in der Art einwirkt, dass der j^^^^^ ^^ier auch im Verhältnis ihrer Länge 

^1 ' '. rcvf''' ^!?l' oÄf.yfSfn^^^^^^ eine grössere Verschiebung ihrer Fasern 

grenzung es sich eiccentlich gewönnlicn handelt, , « , , _. i °r i * 

mit dieser Länge zummmt, so ist es oft zweck- aushalten, ehe der Bruch erfolgt, 
massig, erst diesen Torsionswinkel auszudrücken 
und mit Hilfe desselben die Stärke der Wellen 
zu bestimmen. 



Frage 181. Von welchem Einfluss ist 
die Grösse des Querschnitts auf die Wider- Antwort. Wie die relative Festigkeit, 
Standsfähigkeit gegen das Abdrehen? so nimmt auch die Torsionsfestigkeit eines 
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Erkl. 185. Gleichwie beim Widerstand gegen 
das Abbrechen, so sind auch bei Torsion bei 
einem 2-, 3- oder n-fachen Querschnitt 2-, 3- 
oder n-mal mehr Fasern zu zerdrehen. Wie 
aber in Erkl. 174 dargethan wurde, verhalten 
sich die Widerstände der Fasern bei der Drehung 
wie ihre Abstände von der Drehachse. Der Ab- 
stand der innersten Faser von der Drehachse 
ist aber = 0, der der äussersten Faser = r 
(Radius), folglich kann man für sämtliche Fasern 

die mittlere Entfernung yr als gemeinschaft- 
lichen Abstand setzen und ein gemeinsames sta- 
tisches Moment aller Faserwiderstände anneh- 
men. Nennt man nun den Widerstand einer 
Faser von 1 Hcm resp. 1 Qmm Querschnitt 
= S, so ist der Widerstand im ganzen Quer- 
schnitt, dessen Fläche r^n beträgt, 

und da wir uns diesen Gesamtwiderstand an dem 

Hebelarm yr wirkend denken können, so ist 

das statische Moment dieses Widerstands 
gegen das Zerdrehen, also die Torsionsfestig- 
keit des Cylinders: 

oder wenn man die Wellendicke mit i (= 2r) 
bezeichnet : 

das ist derselbe Wert für das Torsionsmoment 
M, welcher in der in Erkl. 179 gegebenen Ta- 
belle enthalten ist. 



Cylinders nicht bloss in dem Verhältnis zu, 
als der Qaerschnitt grösser wird, sondern 
wie jene, so wächst auch die Torsionsfestig- 
keit mit dem Kubus oder der dritten Potenz 
des Wellenhalbmessers oder Durchmessers 
(siehe Erkl. 179). 



Frage 182. Welche Formel ergibt sieb 
aas dem Widerstands- oder Torsionsmoment Antwort. Da, wie bereits erwähnt: 

zur Berechnung der Wellendicke? 1 

M oder PR = -i^d^n^ 

lo 

ist , so erhält man znr Berechnung des 
Wellendurchmessers : 

8 



d 



=v^^ 



Frage 183. Welche Werte erhält man 
für Wellen a). aus Schmiedeeisen, b). aus 
Gusseisen, wenn man nach Bedtenbacher 

für Schmiedeeisen die 20 fache und für Guss- Antwort. Die vorstehende Gleichung lässt 
eisen die 33 fache Sicherheit annimmt und für sich auch wie folgt schreiben: 
den Festigkeitskoeffizienten S für Schmiede- 
eisen 4500 und für Gusseisen 3000 kg pro /""Tß" ^ 

H cm setzt ? r? = V -~ . \^PR 

' TT ö 

oder wenn wir die gegebenen Zahlenwerte 
einsetzen, so ist: 
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Hilfsrechnungen. 



3 



!)• 



■V 



16 



= i(logl6- 



3,14159 . 225 3 
(log 3,U159 + log 225)) 

log 3,14159 = 0,4971499 
log 225 = 2,3521825 

2,8493324 



a). für Schmiedeeisen: 

3 

d 



=v 



16 



3,14159 . 



4500 
"2Ö~ 



• Vpr 



+ 3 

log 16 = 1,2041200 
— log 2,8493324 



— 3 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

3 

1) (? = 0,28 V^PR 

b). fttr Gasseisen: 

3 



mithin : 

num-log = 0,2829 



1,3547876-3 
1 



0,4515959-1 



■ ä = y 



16 



3,14159 . 



3000 
33 



• VpR 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 2). 

3 

2) d — 0,38 VPR 



2) 



...V 



16.11 



3,14159 . 1000 






176 



3141,59 



.i. 3 3 

log 176 = 2,2455127 
— log 3141,59 = 3, 4971499 

1,7483928-3 
1 

• ^ ■ 

8 



mithin: 
num-log = 0,3826 



0,5827876-1 



Frage 184. Wie lässt sich eine Formel 
zar Berechnung von Transmissions wellen 
entwickeln, für die ein Verdrehungswinkel 
von 74^ pro 1 m Länge als zulässig ange- 
nommen werden kann? 



Antwort. Aus Gleichung 5 b). in Erkl. 180: 

360 PRZ 



(ü 



— 



16. 



folgt : 



n' 



d^ = 



16.360.PR? 



Hilfsrechnungen. 

1) log 71 = 0,4971499 

.2 



(o*^ n'i Ei 

oder da nach nebenstehender Hilfsrech- 
nung 1).: 



16 . 360 



71' 



= 583,6 



beträgt, so ist: 



logTT^ = 0,9942998 

log 16 . 360 = 5760 = 3,7604225 
— logTT^ = -0,9942998 



d^ = 583,6. 



PRZ 
wOEi 



mithin: 
num-log = 583,61 



2,7661227 



Ist in dieser Gleichung als Masseinheit 
das Millimeter angenommen, so ist es vor- 
teilhaft, l in Meter auszudrücken, also mit 
1000 zu multiplizieren. Es kann dann 

4 

gesetzt werden und so erhält man, wenn 
für El pro Dmm = 8000 (siehe Tabelle 
Seite 38) eingesetzt wird: 
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d* = 583600 . ^ ^ ' 



2) V 291,8 = -^. log 291,8 JL 

oder: 

log 291,8 = 2,4650853 <^* = 291,8 PR 

1 oder: 

4 

(?* = \^291,8PR 



A- 1 . 8000 



4 



mithin- 0,6162713 

numllog = 4,133 ^^«^ °^^^ nehenstehender Hilfsrechnung 2). 

4 

d^ = 4,133 V^P R in Mülimeter. 



Frage 185. Nach Buchanarif Beaten- 

hacher u. a. soll bei Bestimmung des Wellen- 

durchmessers auch die Umdrehungsgeschwin- Antwort. Wie in demjenigen Lehrbach 

digkeit der Welle , somit auch die Grösse dieser Encyklopädie, welches die Bewegungs- 

der von dieser übertragenen Arbeit berück- hindernisse der festen Körper behandelt, an- 

sichtigt werden. Mit dieser Berücksichtigung gegeben ist, gilt für das Widerstandsmoment 

ergibt sich welche allgemeine Formel für einer getriebenen Welle die Gleichung: 

die Berechnung des Wellendurchmessers? vr or^ nr 

1) We = fL.2}i^ 

' n 271 

Erkl. 186. Man versteht unter einer Pferde- worin W den Widerstand, q den Radius der 
kraft diejenige Kraft, welche nötig ist, um in ^eUg ^ ^^^ Eflfekt, d. h. die von der 

Z'^ FnlL \rvf ?^^^^^^^^ treibenden Kraft pro Sekunde geleistete 
den 1 Fuss hoch (Fusspfund) oder eme be- » ^ .. . t»^ j i «r* j-i* ix j 
stimmte Zahl von Kilogramm 1 Meter hoch zu ^F^'^ "^ Pferdekräften abgedrückt und n 
heben (Kilogrammometer). In England setzt ^^^ Umdrehungszahl der Welle pro Minute 
man allgemein die Grösse der Arbeit eines bezeichnet. Denn da eine mechanische Ar- 
Pferdes = 500 Fusspfund pro Sekunde, in beit stets gemessen wird durch das Produkt 
Frankreich = 75 Meterkilogramm ; Werte, wel- aus dem zu überwindenden Widerstand in 
che nur wenig von einander abweichen. In den Weg, der Widerstand aber = W und 
Preussen bestimmte das Gesetz die Grösse einer ^er Weg pro Sekunde = dem Wellenumfang 
Pferdekraft zu 480 Fusspfund preuss.; mOester- O/»«- «nnu;.«i;.:^.4. ^u a^^ i^m a^^ «^i,»«^ 
reich zu 430 Fusspfund (Wiener). Alle diese ^^'^ multipliziert mit der Zahl der sekund- 

Werte weichen wenig von einander ab. So be- liehen .Umläufe = ^ ist, so ist die zur 

tragen diese Pferdekrafteinheiten, sämtlich auf 60 

Kilogrammometer berechnet , für Baden 75, Ueberwindung des Widerstands nötige Arbeit 

Bayern 75,01, England 76,03, Frankreich 75, rtr n ♦* j- * v •* • * i • u 

Oesterreich 75,87, Preussen 75,32. Die wirk- = ^'^^^eö' ^^^^ ^"^^^^^ ^^ gleichzu- 

liehe Durchschnittskraft eines lebenden Pferdes setzen der Zahl N der Pferdekräfte oder in 

beträgt jedoch nur 50 Kilogrammometer und Meterküogramm ausgedrückt = N . 75, und 

wenn man die Maschme Tag und ^acht ar- ^fx^a^ ^..iisu «»•« Ai^ n^;..!.»,««*. 

beiten lässt, so leistet eine Maschinenpferde- '^""'^ ^^^^^* "'^^ ^® Gleichung. 

kraft durchschnittlich soviel, als 3V2 lebendige «r « ♦» -^t r,,- 

Pferde. ^'^^'^•60 ^ ^' 

(A. fZimper^ Lexik, d. Mfinzen, Masse u. Gewichte.) . , ,. , , ^, . , x 

woraus sich die oben erwähnte Gleichung 1). 

ergibt. 
Hüisrechnongen. Für das Moment der widerstehenden oder 

/?A HtAAA iCAAAAA treibeudeu Kraft kann also auch gesetzt 

j60^ 75000^ ^ 4500000^ werden, wenn das MiUimeter als Längen- 

^ ^ ^ ^ einheit genommen, also f&r eine Pferdefaraft 

log TT = 0,4971499 = 75000 Millimeterkilogramm gesetzt wird: 

+ log 2 = 0,3010300_ r.r> . .. N 60.75000 
0,7981799 PR oder M = ^- — 

^**- lo^^ Z - 7981799 ®*®'' °*<^'' nebenstehender Hilfsrechnnng 1). : 

""Silo, = 716200 ^^"""^ ^ « oäer M = 716200 | 



!)• 
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2) 



■ V 



16 . 716200 



71 



= log 16 
+ log 7 16200 



1,2041200 
5,8550326 



7,0591526 
— log TT = 0,4971499 



Wenn man diesen Wert in die in Antw. auf 
Frage 182 gegebene Gleichung substituiert, 
so erhält man für den Durchmesser der Welle 
die Gleichung: 



8 



mithin: 
num-log = 153,9 



6,5620027 
1 

8^ 

2,1873342 



d 



-V 



16 . 716200 N 



3). 



45^ 

20 



= 2,25 



8 



^^^- VÄ = logl54 + ^(logl-log2,25) 



2,25 



logl = 3,0000000-3 
— log 2,25 = 0,3521825 



2,6478175-3 
1 

• ^^^ 

8 



0,8826058-1 
-H log 154 = 2,1873342 



TT Sn 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2).: 

8 

VN 
— = in Millimeter. 
nS 

Da für Schmiedeeisen der Festigkeits- 
koeffizient nach Tabelle Seite 38 pro Dem 
= 4500 kg, also pro Dmni ^ 45 kg be- 
trägt, so erhält man bei 20facher Sicherheit 
aus obiger Formel 2).: 

3 

'^•20 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3).: 

8 



2,0699400 
mithin: 
num-log = 117,47 oder rund 120 



3) 



1 /n 

. . . . d = 120 1/ — in Millimeter. 

y n 



Für Gusseisen ist S = 



33 



wenn 33 fache 



4). 



1^ = 30 "^^^^ ^'^ 

83 



3 1 

154 . \^1,1 = log 154 + 4" (log 1,1) 



log 1,1 = 3,0413927-3 

1 

8 



Sicherheit angenommen wird, denn der 
Festigkeitskoeffizient ist nach Tabelle Seite 
38 pro Dem = 3000, also pro Dmm = 30 
und somit ist: 

3 



d 



= 154 V-^ 



30 
33 



1,0137976-1 
+ log 154 = 2,1873342 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 4). : 

3 



2,2011318 
mithin: 
num-log = 158,9 oder ca. 160 



4). 



d 



y n 



in Millimeter. 



Wellen aus Eichenholz sollen etwa 2^4 mal 
so dick als gusseiserne gemacht werden. 



Frage 186. Was ist über die Anwen- 
dung hohler cylindrischer Wellen zu be- Antwort. So wie überall, wo es sich um 
merken? Materialersparnis bei gleicher Festigkeit 

handelt, so ist auch hier die Anwendung 
Erkl. 187. Wenn man in nebenstehender hohler cylindrischer Wellen vorteilhafter. 
Formel als ein gut anerkanntes Verhältnis : ' penn ^qh ein hohler Gylinder, dessen äusse- 
rer und innerer Durchmesser D und d ist, 
mit einem massiven Gylinder von gleicher 
Länge und dem Durchmesser S dieselbe 
Festigkeit haben, so müssen die in Tabelle 
D = — - Erkl. 179 gegebenen Formeln des Torsions- 

moments für den Kreis und Ereisring einer- * 
lei Wert besitzen und daher: 



also: 

setzt, so ist: 



d = ~J) 
5 

n = 0,6 



oder: 



Yi - 0,6* 
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D * 


1 


V'f:rö,i29ö 


oder: 


V 0,8704 
San ist 


Setzt man 
so wird 


D = ^— ^— = logl-l(log0.8704) 
V 0,8704 

log 0,8704 = 0,9397189"- 1 


oder: 

und daraus: 


inRi = i,nooooiin_i ' » 




- 0,9799063+1 0,9799063-1 




0,0200937 
mithin: 
nnmlog = 1,047 oder ca. 1,05 




also ist: 





Yi^ 



: 1,0 

worans achon an nnd für sich eine Material- 
erspamis gefolgert werden kann. Um jedoch 
dessen Verhältnis zu finden, ist wegen d = 
|- -1,05(1 = 0,93 »F, und da sich der Material- 
aufwand in diesen beiden F&Uen wie 

J': D' — (Ji = (fJ : 0,7056 J^ 
also nahe wie 1 : 0,7 oder 10 : 7 verhält, so 
folgt, daas man bei Anwendung hohler Wellen 
nahe -^^ an Material erspart (genauer berech- 
net iat nämlich it» : D' — d' = 1 : 0,70197). 



i). Der an einem Ende festgehaltene Stab Ist in seiner ganzen Länge 
glelclimäBsig mit dem Drehnngsmoment M = PB beansprnclit. 

Frage 187. Wenn die verdrehende Kraft 
P aaf die ganze Länge des Stabes gteich- 
mäsEig verteilt ist, so erhält man zur Be- 
stimmung des Torsionsmoments M = PR Antwort. Wenn die verdrehende Kraft 
and der Torsionskraft F irgend eines im F auf die ganze Länge des an einem Ende 
Abstand x vom äusseren Ende entfernten festgehi^tenen Stabes gleichmässig verteilt 
Qaerschnitta welche Formeln? ist, so erhält man zur £estimmnng des 

Torsionsmomentes irgend eines im Abstand 
Figur 163. X vom änsseren Ende entfernten Qoer- 

Ecfinitts: 

. la) M = PR.|. 

oder da nach Gleichung 2). in Antw. aaf 



ist, so kann man auch setzen: 
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Ib). . . M = PRy = yTo oder SQt 
und hieraas ergibt sich die TorsioDskraft: 
2). . . . P = -^^^ • — oder ^ - 



YR X 



R X 



Frage 188. Wo liegt im vorliegenden 
Fall der gefährliche Querschnitt? 



Antwort. Da das Torsionsmoment M, wie 
aus obiger Gleichung 1 a). ersichtlich ist, mit 
X zunimmt und den grössten Wert erhält, 
wenn x = l ist, so ist der Querschnitt der 
Befestigungsstelle der gefährliche Quer- 
schnitt, und bei einem Stab von überall 
gleichem Querschnitt müsste darum auch 
der Bruch durch Verdrehung in diesem 
Fall an der Befestigungsstelle eintreten. 



Frage 189. Was ist über die Grösse 
des Verdrehungs winkeis zu bemerken? 

Erkl. 188. Für den Kreisquerschnitt ist: ' 



und 



Y=r=^d 



To = T^Tid^ oder = ^^ ti r* 



Antwort. Der Yerdrehungswinkel ist im 
vorliegenden Fall nur halb so gross als im 
ersten Fall, also unter Berücksichtigung der 
in Antw. auf Frage 172 gegebenen Formel 
in Bogenmass: 



1). 



1 PR? 



w = 



oder = 



sr 



32 



(s, Erkl. 179) und damit erhält man für irgend 
einen Querschnitt im Abstand x vom äusseren 
Ende: 

1) M = PR-4 

und da nach Tabelle Seite 226: 



2 £|^ xo 2 1 E| 

oder unter Berücksichtigung der in Antw. auf 
Frage 173 gegebenen Formel in Gradmass: 



2). 



(O 



— 



360 PR2 



471 EiTc 



oder = 



90 SZ 



7t 



YEj 



71 



(denn nach Gleichung 2). in Antw. auf Frage 

PR S 

176 kann man für -^ = y einsetzen). 



80 ist: 



10 



^)* . • • . • x — 



TT Sd^ l 



16 R a: 
Für die Befestigungsstelle ist: 

x = l 
und dafür erhält man: 



71 



und 



M = PR oder M = ^-^d^ 



P = 



71 Sd' 



16 R 



also dieselben Werte wie im ersten Fall, wo 
die Torsionskraft am freien Ende wirkt. 



Erkl. 189. Für den grössten Yerdrehungs- 
winkel eines Kreisquerschnitts folgt aus neben- 
stehender Antwort und mit Rücksicht auf die 
Gleichung 4). in Erkl. 180: 
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1). 



Ol = 



(yO = 



Eid 
180 SZ 



71 £^(2 
oder auch nach Gleichung 5 a und h). in Erkl. 180 : 

PRZ y 



(Ü = TT 



^ ^ 2). 



'-"=i80.|yj""" 



e). Bestimmung der Körperformen von gleicher Torsionsfestigkeit. 

Frage 190. Wo liegt bei einem pris- 
matischen Körper, der an einem Ende be- Antwort. Der gefährliche Qner- 
festigt und am andern freien Ende auf schnitt liegt bei einem prismatischen Kör- 
Torsion in Anspruch genommen wird, der per da, wo das Yerdrehungsmoment M am 
gefährliche Querschnitt? grössten oder ein Maximum ist. Da nun 

für einen und denselben Stab der Quer- 

schnittsmodulus 



1 — 



unveränderlich oder konstant ist, so ist im 
vorliegenden Fall für dieselbe verdrehende 
Kraft P und denselben Hebelarm B nach 
Gleichung 2). in Antw. auf Frage 176 auch 
das Torsionsmoment: 

M = PR 

und folglich auch die grösste zulässige 
Drehungsspannung in allen Querschnitten 
dieselbe, also ist jeder Querschnitt ein ge- 
fährlicher. 



Frage 191. Was folgt unmittelbar aus 
der Antwort auf die vorhergehende Frage 

in Bezug auf die Form der Körper, welche Antwort. Da in jedem Querschnitt eines 
überall die gleiche Torsionsfestigkeit be- prismatischen oder cylindrischen Körpers, 
sitzen sollen? der auf die angegebene Weise verdreht 

wird, die Spannungen oder Torsionswider- 

SrkL 190. Das in der nebenstehenden Ant- stände dieselben sind, so besitzt ein solcher 

wort Gesagte gilt auch für den Fall, dass der Körper schon an und fftr sich in allen Quer- 

Stab an beiden Enden befestigt und durch ein schnitten gleiche Torsionsfestigkeit und es 

Drehnngsmoment in seiner Mitte beansprucht ist. jg^ ^^her die einfache prismatische Gestalt 

zugleich die rationelle oder einzig richtige. 



Frage 192. Was gilt in Bezug auf den 
geföbrüchen Querschnitt, wenn mehrere über Antwort. Sind mehrere gleiche oder un- 
die Länge des Stabes verteilte Momente gleiche, gleichmässig oder ungleichmässig 
wirksam sind? über die Länge { des Stabes verteilte Mo- 

mente wirksam, so liegt der gefährliche 
Querschnitt an der Befestigungsstelle; ebenso 
bei zweiseitiger Einmauemng und gleichen, 
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gleichmässig verteilten Momenten. Ist end- 
lich der Stab zweiseitig befestigt, und daran 
ein Moment ausserhalb der Mitte wirksam, 
80 liegt der gefarliche Qaerscbnitt im kürze- 
ren Stabteil. 



Frage 1S3. Welche KCrperform von 
gleicher Torsi onsfestigkeit ergibt sich für 
den Fall, dass der an einem Ende befestigte 
Stab in seiner ganzen Länge gleicbmässig 
mit dem Drebnogsmoment M = P R be- 
ansprncht ist? 

Figur 169. 



HlUMceehmng. 
Wenn Gleichong b).r 

dividiert wird durch Gleichung a].: 

SO erh&lt man: 



Antwort. Da für den vorliegenden Fall 
das Torsions moment M ^ PK nnd damit 
auch die Torsionsspannimg S nach Antw. 
auf Frage 18S gegen die Befestigongsstelle 
hin zunimmt, so kann der Körper, wenn er 
in allen Qaerschnitten gleiche Torsions- 
festtgkeit besitzen soll, gegen das ftossere 
freie Ende zu schwächer gemacht werden. 
Nimmt man nun die Spannung S für alle 
Qaerschnitte als unveränderlich an, so er- 
hält man nach Tabelle in Erkl. 179 für 
den fiTeisqaerschnitt das Torsionsmoment M 
an der BefestigungEstelle : 



, M oder P R = -^-Sä* 



a). . 

nnd im Abstand x vom äusseren freien Ende, 
in welchem der Durchmesser = y ist: 



> . . 


. Mj oder PR 


T ^ 16 


Sy> 




im 
iviiio 


diesen beiden 
n: 

(1) = 


Werten 


folgt 


durch 




yä = 


/16 PR 


)' 





d.i. die Gleichung einer kubischen Pa- 
rabel, deren Parameter gleich dem kon- 
stanten Koeffizienten \ — ö,— j ist. Dieselbe 
fuhrt auf die Form der Fig. 169 mit der 
Annäbernngsform eines Eegel stumpfes, des- 
sen äusserer Durchmesser ^ ^kd, d. h. 
gleich 2/3 des Durchmessers an der Be- 
festigungsstelle ist, wie in Fig. 170. 



PRa; _ «Sy'.16 
PRI ~ lÖTrSd^ 

oder die gleichen Faktoren in Zähler und Nenner 

gehoben: 



Vf= 
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: in diese letzterhaltene Gleichuug 

s Gleichung a). für d^ ergebenden 




Frage 194. Wie grCss ist der Torsions- 
winkel bei der durch Fig. 169 dargestellten Antwort. Für die Körperform Fig. 169 
Form von gleicher TorBionsfestigkeit? ist der Verdrehungswinkel dreimal so gross, 

als wenn der Stab Überall denselben Durch- 
messer hat, also erhält man für den vor- 
liegenden Fall und den Kreisqnerschnitt : 
_ SSt 



f). Bestimmung der Arbeits- oder Wlrknogsgrösse, welche znr 
Verdrehung eines Stabes um den Bogen « nötig ist. 

Frage 195. Nach welchen Formeln lässt 
sich die Arbeits- oder WirkuDgsgrösse he- Antwort. Aus der in Antw. auf Frage 172 
rechnen, welche zur Verdrehung eines Stabes gegebenen Gleichung: 
am den Bogen i» nötig ist und aus welcher P2 j^ 

Betrachtung ergeben sich diese Formeln? u = ^^-f- 

ist ersichtlich, dass das Moment M = PR, 
Figur 171. welches erforderlich ist, um den Cylinder 

Fig. 171 nm den Winkel <•> zu verdrehen, 
diesem Torsionswinkel direkt proportional 
ist, während also der Torsion swinkel von 
Null bis ai gleichmässig znnimmt, muss 
auch das Torsion smoment von Null bis M 
gleichmässig zunehmen, und wenn dabei der 
Hebelarm der drehenden Kraft seine Lunge 
unverändert beibehält, so muss die an dem- 
selben wirkende Kraft P gleichmässig zu- 
nehmen und zwar von Null bis P. Die 
mechanische Arbeit lässt sich also auch 
hier, wie bei der Biegungsfestigkeit, durch 
ein rechtwinkliges Dreieck darstellen oder 
ausdrucken, dessen eine Kathete gleicii dem 
Torsionsmoment M und dessen andere Ka- 
thete gleich dem Drehbogen o> ist und dem- 
nach ist die mechanische Arbeit gleich dem 
Inhalt dieses Dreiecks, oder: 

oder wenn man nach der in Antw. anf Frage 
172 gegebenen Gleichung für: 
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Erkl. 191. Wie aus der Tabelle Seite 226 _ P R Z Ul 

ersichtlich ist, ist die Entfernung der äussersten *" ~~ e~~x^ ^ E~T~ 

Faserschicht von dem Mittelpunkt des Quer- ^ ^ 

Schnitts bei dem Kreisquerschnitt: substituiert, ßo ist: 



2 2 El To 

oder * 
und das Trägheits- oder Inhaltsmoment: l 'MM 

W = — • 

T 1 .4 *" 2 E,To 

lo = Qö TT a* 

^^ Und wenn man aus Gleichung 2). in Antw. 

setzt man diese Werte in die nebenstehende auf Frage 176 noch für: 
Gleichung, so ergibt sich: g 



W 



2 \eJ 



sn Ttd^j.A ^ - Y^' 



32(^2 einführt, so ist: 

oder: /S2\ ^^27 _ 1 /STo\2 l 



W 



= VE:r"T6~ ~ 2 VY ; E,To 

oder: 
oder da das Volumen des Cylinders: w — ^ S^To^Z 

1 W - yy2"e7t^ 

V = -j-nä^l oder: 

ist, so ist: ^^ = YVETr-YT 

^ = t(e;)^ 

Aus dieser Formel ist ersichtlich, dass die 
mechanische Arbeits- oder Wirkungsgrösse, 
welche zur Verdrehung eines Stabes nötig ist, 
sich ebenfalls nicht nach den einzelnen Dimen- 
sionen des Stabes, sondern einzig nach dem 
Volumen V und dem Verdrehungskoeffizienten 



Frage 196. Wie gross ist die mecha- 
nische Arbeit, welche zur Verdrehung eines Antwort. Will man die mechanische Ar- 
Stabes bis zum Bruch nötig ist? beits- oder Wirkungsgrösse kennen, welche 

zur Verdrehung bis zum Bruch nötig ist, 

Erkl. 192. Aus den Zahlenwerten des Ver- so hat man in den beiden vorigen Formeln 

drehungskoeffizienten (|^) Wie sie in der Ta- statt des Sicherheitskoeffizienten S den Festig- 

^E,/ keitskoefnzienten s in Rechnung zu bringen, 

belle Seite 38 enthalten sind, ergibt sich, dass 
derselbe für Gussstahl = 83, für Schmiedeeisen 
= 49, für Gusseisen = 22, für Eichenholz = 1,6 
u. s. w. beträgt, und dass somit der Gussstahl 
sich für diese Verwendung am besten eignet. 



g). Gelöste Aufgaben. 

Aalgabe 129. Die senkrecht stehende, 
cylindrische gusseiserne Welle eines hori- 
zontalen Wasserrads trägt an ihrem oberen Auflösnng. Nach Gleichung 2). in Antw. 
Ende ein Rad von 70cm Radius, welches auf Frage 183 ist: 
einen Widerstand von 922 kg zu überwinden 3 

hat; wie gross ist der Radius der Welle zu ^ _ osSV^PET 

nehmen? also: 

8 

r = 0,19 V^PR 
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Kbfttielatf- ood Feftigkettsldire. 



MUI«r«elisiim|r. 

UiHr - IoäO,10 t" jj (lo« 64640) 



4,8008290 



B 



\ 1(1« 0,10 ■ 1 0,2787586 
iiMiit lotfr odisr f 7,ft2in 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gefetzt: 

r = 0,19 V 922. 70 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnong: 

r = 7,6 cm. 



-1 



Aulgabi 180. Wcilchon Durühmesser 
muHH t)|it«i Nchml<i(lt)(i|iitirno Welle erhalten, 
(llo In Ji^dttr Minuttt 100 Umdrehungen macht 
utiit (falinl t^lno m«chaniioho Arbeit von 
Oo rr^rdt^kraHisu von einer Welle auf die 
viwA^vp ubi>rtrA)tt, 

a), Wt^nn di^r IVntigkeitimodultts lu 4000 
kir 1»)'^) I l^'ii^ vi^^l lOfaoho Sicherheit an- 
llt»uommi»n wird, 

li), Wt»wn b«»t aofaoher Sicherheit der 
VV«t(||k^«tt»inodulu» «u 4500 pro C^m an- 

Nillat«ehawao«a« 



Auflösung, a). Nach Gleichnng 2). in 
Antw. auf Frage 185 ist: 



oder: 






Da S pro Dmm = 4 b^ betritt; oder 
nach nebenstehender Hilfereehnuig: 

i? = 77Bm oder 7J 






v\.^v:vV~i 
i 



b\ Nach Gi^chwKf 3X inAmlw. airf 
1S$ ist: 












~i 



. = .., yr 



^\ 



V^ ' - ^»^ '^ 



«s 












~ ^-^ 1 MO 



W^> l»l^^T< -^ 



aoieriüca 



tV: 



i :=: ;<0 mal ailiar ^.^ (sn;. 












•K^tJI^ElJW Vfc "* xi^Otjt \"^* l;ttm üntf 
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PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zar Seite steht ^ erscheint monatlich fn 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik^ 
Mecluuiik, math« Geographie 9 Astronomie, des Maschinen- , Strassen- , Eisenbatin-^ 
Brfteken- und Hoehbanes, des konstraktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollständig' 
gelSster Form, mit yielen Figaren, Erklärungen nebst Angabe und Entvfickelnng der 
benntzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
Qberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Losangen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erschein en.~ Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplancs folgender Schulen: Realschulen I. und IL Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bange werkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschiilen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land* und Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Überaus grosse Fr achtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandlimg. 
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Hilfsrechnnng. ^ d^ 



P = 



log P = 3 . log 18 — (3 . log 28 + log 45) ^'^^* ^ 

1^ IQ 1 0KK0'70K 1 AOQ A>i>ir7iKQA 1 ^^^^ ^^^ eDtsprechendeii Zahlenwerte ein- 
log 18 = 1,2552725 log0,28 = 0,4471580—1 «ggetzt : 

* ^ -^ ' p 18^ 

+ ^3,7658175 1,3414740-3 ^ - ~Ö,28^45^ 

9946865-1 +log 45 == 1,6532125 ^ ,.,.,, 

logP== 3 7711310 2;9946865-3 ^^^^ °^^^ nebenstehender Hilfsrechnung: 

. ,. ' oder 0,9946865-1 P = 5900 kg. 

mithin: ° 

num-log P oder P = 5903,8 

Aufgabe 132. Bei einer Dampfmaschine 
beträgt der Dmck auf den Enrbelzapfen im 
Maximum 1300 kg nnd die EnrbeUänge 
(der Enrbelhalbmesser) 68 cm. 

a). Wie stark mass die cylindrische guss- Auflösung, a). Setzt man in der in Antw. 
eiserne Welle gemacht werden, damit sie auf Frage 182 gegebenen Gleichung: 
dem Abwinden durch Torsion mit einer 
30 fachen Sicherheit widersteht? 



{8 = 3000 kg pro Dem.) d = \/ ^^^ 



b). Wie gross ist bei dieser Welle der ^ ^S 

Torsionswinkel, wenn die Länge derselben, _ ^ . . . , _ . . , _ 3000 , .^ 

insoweit sie der Torsion ausgesetzt ist, ^ = ^^^^ ^^' R = 68 und S = -g^ = 100 

1,25 m eträjgt ^^ ^^.^.^^ ^.^^ ^^^ ^^^ gesuchten Durch- 



(Ei = 400000, siehe Tabelle Seite 38.) 
Hilfsreclinungen. 

8 3 



messer der Welle: 

8 ^ 

68 



, -\/l6.1300. 

^ = V -^TToö 
n ~ y n oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 

log d = i- (log 208 + log 68 -log 3,14159....) ^ = 16,5 cm 



1 / 16 . 13 . 68 __ n / 208 . 68 



log 208 = 
+ log 68 — 


2,3180633 
1,8325089 


log TT — 


4,1505722 
- 0,4971499 


• 


3,6534223 

1 

• ■ » 

3 



b). Setzt man in der Formel 5 b). in 
Erkl. 180: 

16PRZ 360 



0,0 = 



El TT' d* 

die entsprechenden Zahlenwerte ein, so ist: 

16 . 1300 . 68 . 125 . 360 



0|0 = 



mithin: 



log d = 1,2178074 400000 . n^ . (16,5)* 



num-log d oder d = 16,51 oder gleiche Faktoren in Zähler und Nenner 

gehoben: 
2). . . log 0,0 = (log 13 + log 68 + log 180) - «o = ^^^if- 

(2 . log 3,14159 . . . . + 4 . log 16,5) ^ • -^^'^ 

log 13 = 1 1139434 log n = 0,4971499 oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 

Ä« =iüS_ log „. =0199429^ '"' = '''''''' °^«^ ''^''''' 

^'liT.^r logl6,5 = 1,2178074 ^'^^ ''' '''''" 



— 5,8655294 



.4 



log «« = 0,3361954-1 4,8712296 

4-log7r2 = 0,9942998 

num-log w« oder «» = 0,21687« ö,ö^^ö^y4 
oder 0,21687.60= 13,0122' 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



AollÖBang. Bestimmt man aus der For- 



Aufgabe 133. Zar Bestimmang des Ela- 
sticitätsmodulus für Torsion hat man eine 
rande gasseiserne Stange von 10 cm Darch- 
messer und 1,5 m Länge (diese von dem 
der Torsion aasgesetzten Teil verstanden) 
an dem einen Ende horizontal befestigt and mel 5 in Erkl. 180: 
am andern Ende senkrecht darauf eben- 16PRZ 360 

falls in horizontaler Richtang einen (von w^ = — ^ — ^^ — 

der Achse der Stange bis zam Aufhänge- * ^ 

pankt des Gewichts gemessen) 2 m langen den Elasticitätsmodalas: 
Hebel, sowie endlich am Ende desselben 16.360.PRZ 

ein Gewicht von 798 kg angebracht, wo- E^ = 

durch, ohne die Elasticitätsgrenze zu über- 



ft|0 . TT^ d*- 



schreiten, ein Drehungswinkel von 372° ent- ^^^^ s^^zt die entsprechenden Zahlenwerte, 
stand. Wie gross ergibt sich hieraus der ß^ ist: 



Elasticitätsmodulus des Gusseisens? 



Hilfsrechnnng. 

32.36 . 114.30 



Ei = 



16 . 2 . 360 . 798 . 200 . 150 
7 JT« . 10* 



192 
96 



3420 



oder gleiche Faktoren in Zähler und Nenner 
gegeneinander gehoben: 

32.36.114.30 
E, = 



n' 



1152 . 3420 

2304 

4608 
3456 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 
E^ = ca. 400000. 



3939840 



3,14 . 3,14 

1256 
314 
942 



oder: 



9,8596 : 3939840 

98596 : 39398400000 = 399594 
295788 

981960 
887364 



945960 
88 7364 

585960 
492980 



929800 
887364 

424360 



Aufgabe 134» Bei einer quadratischen 
Welle aus Eichenholz wirkt die Kraft P = 
250 kg an einem Hebelarm von 6,3 m, wäh- 
rend die Last an einem Hebelarm von 
63 cm in einer nach der Achsenrichtung 
gemessenen Entfernung l = 3,15 m angreift. 

a). Wie gross ist eine Seite des Wellen- , , . , «,. 

querschnitts zu nehmen? ^^ ^^^^^"^^ ^^^^^^ °^*°- 

b). Wie gross ist der Torsions winkel? 

c). Welchen Bogen beschreibt demnach 
die äusserste Faserschicht? 



Auflösung, a). Nach Tabelle in Erkl. 
179 ist: 

M oder PR = ^ j= 

3 Y2 



8 



« = V-- 



.3V2 
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d). Wie dick hätte die Welle sein müssen, 
wenn der Torsionswinkel höchstens Vz^ hätte 
betragen sollen? 

(S = 30 kg pro Qem und Ej = 48000.) 



Hilisrechnungen. 

1). . . log a = y (log 4,242 + log 5250) 

log 4,242 = 0,6275707 
+ log 5250 = 3,7201593 



4,3477300 
1 

3 



mithin: l»«« = l'*^92433 

num-log a oder a = 28,13 



2). log ©ö = log 180 + log 157500 + log 1890 — 
(log n + log 48000 + 4 . log 28,13) 

log 180 = 2,2552725 

-(- log 157500 = 5,1972806 

+ log 1890 = 3,2764618 

+h0,7290149-^ 
— 10,9750699 

0,7539450-1 
log 28,13 = 1,4491697 

log 28,13* = 5,7966788 

+ log7r = 0,4971499 

H- log 48000 = 4,68124 12 

10,9750699 

0,56747 
.60 



34,0482' 
.60 

2,8920" = ca. 3" 



3). Wenn eine Quadratseite des Querschnitts mit 
a bezeichnet wird, so ist nach Tabelle in 
Erkl. 179: 

Y = |a\^2" 
also im vorliegeuden Fall: 

Y = y . 28,13 Yf 

oder da V2 = 1,414, so ist: 

Y = 14,06 . 1,414 

8484 
56560 
1414 



Es sind hier zwei Momente, nämJich P R 

and Q r bekannt, welche nach den Gesetzen 

der Statik (siehe Klimpert, Lehrbach der 

Statik fester Körper) für den Fall des 

Gleichgewichts einander gleich sein müssen, 

also muss: ^^ ^ 

PR = Qr 

oder nach den gegebenen Zahlenwerten: 

630 . 250 = Q . 63 

wonach Q = 2500 kg beträgt. 

Für die Berechnung der auf Torsion in 
Ansprach genommenen Wellen ist es dem- 
nach ganz gleich, ob man das Moment der 
Kraft oder das der Last nimmt; beide sind 
im vorliegenden Fall: 

630 . 250 = 157500 kgcm. 

Es ist also mit Bezug auf obige Formel, 
wenn S = 30 kg pro Dem beträgt: 

s 

V3 Y2. 157500 
3Ö 

oder da Y^ = 1,414 ist und 30 gegen 157500 
gehoben werden kann: 

8 

a = ^3 , 1,414 . 5250 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 
a = 28,13 cm. 

b). Nach der in Antw. auf Frage 173 ge- 
gebenen Gleichung ist: 

180 M l 
ft>" = — — • 

oder da nach Tabelle Erkl. 179 für das 
Quadrat: ^ 



To = 4- a* 



beträgt, so ist: 



a>« = 



180 MZ.6 



7t E^a* 

oder die gegebenen Zahlen werte eingesetzt: 

180 157500 . 315 . 6 



« ItfO = 



71 48000 . 28,13* 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnong 2). : 



44 



(u = 34' 3 



c). Diesem Torsionswinkel entspricht ein 
Ausweichen der äussersten Faserschicht um: 



i- 28,13/2. TT. 0,56747 



180 



= ca. 2 mm 



19,88084 



(siehe nebenstehende Hilfsrechnung 3). 
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El iit Alio das xu einem Winkel Ton 0,56747o 
ffehörige BogenstUck eines Kreises vom Radius 
19,88 om SU berechnen. Dasselbe beträgt 

19j88j^ 0^747 j^^9g3^ 1,2984164 
1^0 -flog TT = 0,4971499 

-f log 0,56747 = 0,7 589450-1 

1,5495118 
— log 180 = -2,2552725 

«üthto: 0,2942888-1 

num^og = 0,1969 cm oder ea. 2 mm 



d). Soll der Torsionswinkel nicht wie bei 
der oben berechneten Welle 34' 3'^ sondern 
höchstens ^/j* = 30' betragen, so muss die 
Welle entsprechend dicker genommen wer- 
den, und zwar ergibt sich dann nach der in 
Antw. auf Frage 173 gegebenen Gleichung i 

1» 180 MZ.6 
2 "" 

und hieraus: 



n 



a* = 



2. 180.6. M2 



^y 



log • = ^ [log 2160 + log 157500 + 

Ic^ SU — (log Ä + log 48000)] 

log 2160 = 8,3S4458S 

+ log 157500 5= 5,1972S06 

^log815 =r 2,4983106 

11,»>800450 
— 5>17^1l^ 

5;8516539 
1 



oder: 



oder: 



nE^ 



.=v 



2160 Mt 



'V 



2160 . 157500 . 315 



^.48000 

oder nach nebenstehender HSfsrechnang 4). r 

a = 29 CBL 



mithitt: 



1,462^135 

ii«Ä-k« «I od« loc a = 0.4971499 

a ^ ^ '-^ - ^ -^ '-'' =4.6812412 

5.17^11 



:.iff i.:34'H = oj^§49?» 



soiBr^e X adfflr (S = 2?. '34: 



0.-:::374:i:i 
L44>VI'?J17 



Will mnn aber die Seite a der quadrati- 
schen Welle nidit direkt ans den gegebe- 
nen GrOssoi berechnen, sondern die bereits 
unter a). nnd b). berechneten Werte zu 
BiÜ^ nehmen,, so hoittzt man die sich aas 
der in Antwort anf Fn^ 173 gegebenen 
Cileidiuig e rg e h e n de Proportion: 

denn es verhalten sich die Torsionswinkel um- 
gehört wie die hielten Potenzen der Seiten 
der qnadratisch^K Qversehnitte, oder nnter 
Eins^nsg der entsf^reehenden Zahlenwertet 

l\5^47«:0.5* = «*:2843* 
oder: 



(« 



Qikr: 



= A 



/^0.56747 . 21^.13* 



(i = 2Sa3 \ LI34W 
vhl^r nach iMbemstehemisr £ßl£srechnang 5).r 

4K = 2!^ OIL 



aoiz :£C ant seisfflx bexiien: Fnifffir in jw^i 

fe^^ce W^nm ^g^^anm; w ^fisane Lag«p- jLn&oawaE^- ä). lat vorüegsrnfaen Fall wird 

ir^aim^ iosseibioi «k äeine A^ii&e nichc jed<$ B^ilk^oAiiiib} :=r ^^^ dnrch d^ Mo- 

^tactsfiuea sauoL üi ier Urtre ^wischtm ndnc ^^ F BL am: Crtihm^ in Anspruch ge- 

is^niNii ihnuen BensngnngssQiibHi ist est numnu^a. $a «^tss üd i^leichgewiidLtshedin- 

S^ia is^ikrticiic inrni ien BalkarL g!«sc^kt: $mi^ lauere: 

^«w :ü -^i :att Hacenrang: ^m ier Baitoa- " ^ S 

üci):^^ ^uw Lac ? = I^MyX k^ mg^äaitgt. ^i ^ ^^^^ö: '•» F K = ^ T« 
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gnngspankten B m misst nnd eine merkliche 
Verdrebong nicht eintreten soll? 

b). Wie gross müsste der Halbmesser eines 
Balkens von kreisförmigem Querschnitt ge- 
nommen werden, wenn derselbe anf gleiche 
Weise anf Drehung in Ansprach genommen 
wird wie der Balken von sechsseitigem Quer- 
schnitt? 

c). Wie gross ist in jedem der beiden 
Fälle der Torsions winkel? 

(S = 30 kg, El = 48000 kg pro Qcm.) 



Hilfsreohnongen. 



1). . . log & = y (log 140000 — log 6,495) 
denn 3 3 

V 2000 . 70 _ n /■ 
2.165.30 "~ V 



140000 
6,495 



log 140000 = 5,1461280 
-log 6,495 = 0,8125792 



4,3335488 
1 



log b = 1,4445163 
mithin: 
num-log h oder h = 27,83 



2) 



1120000 



V 8 . 140000 __ •1/I12ÖÖ 
TT. 3 - V ~~Sn 

logd — 1- (log 1120000 — (log 3 + log n)) 



log w = 0,4971499 
+ log 3 = 0,4771213 



log 1120000= 6,0492180 

-0,9742712 



0,9742712 



mithin: 
num-log d = 49,164 cm 
also r = 24,58 cm. 



5,0749468 
1 

8^ 

logd= 1,6916489 



Da nun nach Erkl. 175: 
To = T, + T, 
nnd nach Gleichung 43). auf Seite 92: 

T, = T, = ^lieh^Vd 

so ist das polare Trägheitsmoment für den 
sechsseitigen Querschnitt: 

To = 2.5/ie&4\^3' 

To = 5/8 64\^3" 

und da die Entfernung der äussersten Faser- 
schicht von dem Mittelpunkt des Quer- 
schnitts: 

Y = & 

ist, w^orin b einer Kante des Sechsecks ent- 
spricht, so ist auch: 

2S,%b^Vz 



oder: 



PR = 



oder da 
beträgt, 
oder: 



V^3"= 1,732 

PR = 5/4. Sfts. 1,782 

PR = 2,165 SÖ3 

und hieraus ergibt sich für die Seite des 
sechseckigen Querschnitts: 

8 

V 2,165 S 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 3 

__ -t /' 20000.70 

V 2,165 . 30 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

b = 27,83 cm. 

b). Bei einem Balken von kreisförmigem 
Querschnitt ist nach Tabelle siehe Erkl. 179 : 



oder: 



1PR = 1«S<|3 



PE =-i-»S<J» 



und hieraus erhält man für: 

3 _ 
PJR 

S 



d 



=v^ 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 



9 

_ 1/ 8 . 20000 ■ 

y 3,14 . • . . 



70 
30 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2) . 
d = 49,164 oder r == 24,58 cm. 
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3). . 



~ &* YS = 0,625 . 27,83* . 1,732 

o 

0,625 . 1,732 

8660 
3464 
10392 



c). Wäre der Stab nur- an einem Ende 
befestigt and am andern freien Ende durch 
PR = M in Ansprach genommen, so würde 
nach der in Antw. auf Frage 173 gegebenen 
Gleichung: 



61 







180 M; 



1,082500 



4). 



90 . 20000 . 70 . 300 



630 . 1250 



TT. 48000. 1,0825. 27,83* ;r. 1,0825.27,83* 

log »0 = log 630 + log 1250 — (log tt + 
log 1,0825 + 4 . log 27,83) 

log 630 = 2,7993405 
+ log 1250 = 3,0969100 



5,8962505 



log n = 0,4971499 
+ log 1,0825 = 0,0344279 
+ log 27,83* = 5,7780652 



log 27,83 = 1,4445163 

.4 



6,3096430 



5,7780652 



log des Zählers = 5,8962505 
— log des Nenners = -6,3096430 



log Ol» = 0,5866075-1 
mithin: 
num-log Ol« oder w» = 0,386« 

^^®^* 3,86 . 6 ^ 1,6.6 
= 23,16' ' = 9,6" 



5). . . 



8.360. 20000. 70.300 120000 . 210 



71^ . 48000 . 49,164* ti^ . 49,164* 

log (o^ = log 120000 + log 210 — (2 . log TT -j- 

4 . log 49,164) 

log 71 = 0,4971499 

il log49,164= 1,6916489 

log n^ = 0,9942998 
+log(«* = 6,7665956 



.4 



7,7608954 



log d* = 6,7665956 



log 120000 = 5,0791812 
+ log 210 = 2,3222193 



8,4014005-1 
— 7,7608954 

logw» = 0,6405051-1 
mithin: 

num-log w« oder w® = 0,437® 
oder: 



4,37 . 6 



2,2.6 



= 26,22' ' = 13,2" 



7t Ej^ Lo 

sein. Da der Stab aber im vorliegenden 
Fall an beiden Seiten befestigt, and in 
seiner Mitte darch PK = M beanspracht 
ist, so ist der Torsionswinkel in diesem 
Fall nar halb so gross, also: 

90 M? 



(O 



— 



71 E^ ±0 

Wie anter a). bereits erwähnt, ist: 
To = 5/8 54 yX 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 3). : 

To = 1,0825 . 27,834 

Setzen wir diesen Wert nebst den tlbri- 
gen Zahlenwerten in die obige Gleichung 
für «®, so ist: 

90 20000 . 70 . 300 



0,0 = 



27,83* 



7t 48000 . 1,0825 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 4). : 

w« = 23' 9,6" 

Der Torsionswinkel für den oben anter b). 
berechneten Balken von kreisförmigem Qaer- 
schnitt ist nach Gleichang 5). in Erkl. 180: 

, 1 _ 360 PR/ 



7t* 



Eid* 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

8 . 360 . 20000 . 70 , 300 



0,0 = 



7t^ . 48000 . 49,164* 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 5). : 

0,0 = 26' 13,2" 

NB. Der Torsionswinkel ist bei dem Balken 
von kreisförmigem Querschnitt etwas grösser 
als bei dem Balken von sechseckigem Qaer- 
schnitt, weil bei letzterem die Entfernung der 
äussersten Faserschicht Y = 6 genommen und 
somit der Querschnitt, resp. eine Seite desselben 
etwas grösser berechnet wurde als es unbedingt 
nötig ist. Eine Yergleichung der in Antw. auf 
Fiiage 67 enthaltenen Formeln zeigt, dass für 

die senkrechte Achse Y = 7. 6 1/3^ also klei- 

2 

ner ist als für die wagerechte Achse. Nimmt man 

z. B. eine Seite des sechseckigen Querschnitts 

anstatt 27,83 cm nur 27 cm gross, so wird der 

Torsionswinkel des Balkens von sechsseitigem 

Querschnitt mit dem Torsionswinkel des Balkens 

von kreisförmigem Querschnitt übereinstimmen. 



Gelöste Aufgaben über die Torsionselasticität und -Festigkeit. 
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Aufgabe 136. Welche mechanische Ar- 
beit ist nötig zum Zerdrehen eines an einem 
Ende befestigten Eichenholzbalkens von 
3 m Länge, wenn der Querschnitt 

a). eine Kreisfläche von 49 cm Doreh- 
messer; 

b). ein reguläres Sechseck von 27 cm 
Kante ist und der Festigkeitskoeffizient 
s =z 280 kg pro D cm und der Elasticitäts- 
modulus = 48000kg beträgt? 

HiUsrechnnngen. 

1). . . logW = (2. log 280 + 2. log 49 + log TT) 

— log 2560 

log49 = 1,6901961 

.2 



Auflösung, a). Nach der in Erkl. 191 ge- 
gebenen Gleichung ist die mechanische Arbeit : 

1 S* 
^ 4 Ei 

oder die entsprechenden Zahlenwerte und 
für das Volumen des kreisförmigen Balkens 

49^ TT . 300 



log 49» = 3,3803922 



log 280 = 2,4471580 

.2 



log 2802 = 4,8942160 

+ log 49* = 3,3803922 

+ log TT = 0,4971499 



8,7717581 
log 2560 = -3,4082400 



logW = 5,3635181 
mithin : 
num-logW oderW = 230950 Centimeterkilogr. 
oderW = 2309,5 Meterkilogr. 

2). . . log W = (2 . log 280 + 2 . log 27 + 

log 2,598) — log 640 

log 27 = 1,4313638 



log 27» = 2,8627276 

+ log 280» = 4,8942160 

4- log 2,598 = 0,414639 1 

8,1715827 
—log 640 = 2,8061800 



logW = 5,3654027 
mithin : 
num-log W oderW = 231900 Centimeterkilogr. 
oder W = 2319 Meterkilogr. 

Erkl. 193. Wenn an dem einen Endpunkte 
einer in Drehbewegung begriffenen Welle ein 
Schwungrad sich befindet, und am andern End- 
punkte der Welle durch irgend ein Bewegungs- 
Mndernis die Bewegung plötzlich ins Stocken 
gerät, so wird die lebendige Kraft des Schwung- 
rades (im Vergleich zu welcher die lebendige 
Kraft der Welle selbst als verschwindend klein 
vorausgesetzt wird) in mechanische Arbeit ver- 
wandelt, und durch diese mechanische Arbeit 
ein Torsionszustand in der Welle hervorgebracht. 
Die Grösse, welche die Spannung S dabei schliess- 
lich erreicht, findet man aus der in Erkl. 191 
gegebenen Gleichung, indem man darin für W 



V = 



eingesetzt : 



W = 



280» . 49» . TT - 300 



oder: 



W = 



4 . 48000 . 4 
280» . 49» . TT 



2560 



oder nach nebenstehender Hilfsr ecbnung 1). 
W = 2309,5 mkg. 

b). Ist der Querschnitt des Balkens ein 
reguläres Sechseck von der Seite 6 = 27 cm, 
so ist der Inhalt der Qnerschnittsfläche: 

6 . 0,433 . 6' = 6 . 0,433 . 27* 

denn man kann sich das reguläre Sechseck 
von seinem Mittelpunkt aus in sechs kon- 
gruente gleichseitige Dreiecke von der Seite 
& = 27 cm zerlegt denken. Mit Hilfe des 
pythagoräischen Lehrsatzes lässt sich nun 
leicht nachweisen, dass die Höhe eines 
solchen regulären Dreiecks: 



oder da: 



YS'= 1,732, 



h = ^&. 1,732 oder h = 0,866 6 ist, 

und somit ist der Inhalt eines solchen 
Dreiecks, Grundlinie mal halbe Höhe: 



oder: 



A = •|-0,866 6» 



A = 0,433 h^ 

und da sechs solcher Dreiecke vorhanden 
sind, so ist der Inhalt des Sechsecks: 

6 . 0,433 &* = 6 . 0,433 . 27' 

und das Volumen des sechseckigen Balkens: 

V = 6 . 0,433 . 272 . 300 

V = 2,598 . 272 . 300 



oder: 
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die anfängliche lebendige Kraft des Schwung- 
rades substituiert. 
Hat z. B. das Schwungrad die Form eines 

Einges von dem Gewicht P, so ist die Masse m 

p 
desselben m = — , denn wie in dem Lehrbuch 

g 

der Dynamik weiter erörtert wird, ist das Ge- 
wicht P eines jeden Körpers gleich der Masse m 
des Körpers, multipliziert mit der Beschleuni- 
gung g des freien Falles oder P = mg, worin 
a = 9,81 Meter bezeichnet, indem ein frei 
fallender Körper in jeder Sekunde eine Be- 
schleunigung von 9,81 m erfährt. Ein anderes 
Gesetz der Dynamik sagt nun: „Die lebendige 
Kraft oder Energie einer belegten Masse 
ist gleich dem halben Produkt aus der 
Masse, multipliziert mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit oder W = %mv^^, 
oder setzt man für m den oben erwähnten Wert 
P 



— ein, so ist: 
ff 



W = 



Pt/^ 
2^ 



und da nach der in Erkl. 191 gegebenen Gleichung : 

4 



W = 



so ist auch: 






Pt/» 

^g 



4 



Et 



Es wurde nun in der nebenstehenden Lösung 
berechnet, dass eine mechanische Arbeit von 
ca. 2300 mkg genügen würde, um den Eichen- 
holzbalken von den gegebenen Dimensionen zu 
zerdrehen. Diese Zerdrehung würde also z. B. 
etwa eintreten, wenn an dem einen Ende des in 
einer Drehbewegung begriffenen Balkens ein 
Schwungrad von 5000 kg Gewicht und einer 
Umfangsgeschwindigkeit von 3 m (d. h. ein Punkt 
des Umfangs bewegt sich pro Sekunde 3 Meter 
weit fort) sich befindet und am andern End- 
punkt der Welle die Bewegung plötzlich stockt, 
denn alsdann ist: 



Vv' 



^g 



= ca. 2300 (siehe Hilf srech. 3). 



Dass unter den angenommenen Verhältnissen 
die Spannung S ihren höchsten Wert (für Eichen- 
holz also •= 280 kg pro ^cm) erreicht, lässt 
sich dadurch beweisen, dass wir alle die gegebe- 
nen Werte in die obige Gleichung einsetzen und 
S als unbekannte Grösse daraus berechnen. Es 
ist also (alle Masse in Centimetern ausgedrückt, 
da sich der Zahlenwert von E = 48000 auf 
1 [^cm bezieht und auch S pro Qcm berechnet 
werden soll): 

5000 . 300^ __ 1^ ^ x^ 49^ TT . 300 

1962 "" 4 ' 48000 * 4 



oder: 



X 






50 00 . 90000 . 4 . 4 80 00 . 4 
1962 .49^,71. 300 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 4).: 
X = 279 kg oder x = ca. 280 kg. 



Setzen wir diesen Wert in die in Erkl. 191 
gegebene Gleichung, so ist: 



oder: 



^ _ j^ 280^ . 2,598 . 27» . 300 
4* 48000 . 



W = 



280» . 27» . 2,598 
640 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 2). : 

W = 2319 mkg. 

Die beiden Balken sind also naheza von 
gleicher Torsionsfestigkeit. 



HiUsrechnimgeii. 

3).. . . P = 5000, r = 3, 2g =z 19,62 
also: 



Py» 
2^ 



5000 . 9 
19,62 



5000 
2,18 



2,18|5000 oder 218:500000 = ca. 2300 mkg. 

436 

640 
654 



4). 



■ v 



5000 . 90000 . 4 . 48000 . 4 



1962 . 49» . TT . 300 



V 



50000000 . 1280 
109 . 49» . TT 



log a; = -^ [(log 50000000 + log 1280) 
(log 109 + 2 . log 49 + log n)] 

log 50000000 = 7,6989700 
+ log 1280 = 3,1072100 



10,8061800 



log 109 
+ log 49» 

-\- log 71 



2,0374265 
3,3803922 
0,4971499 

5,9149686 



10,8061800 
— 5,9149686 



log aj» = 



4,8912114 



logaj= 2,4456057 
mithin: 
num-log X oder x = 279 kg. 



Gelöste Anfgaben Ober die TorBionaelasticität und -FeBtigkeit. 
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Anigabe 137. Wie groBS ist an der 
Elasticitälegrenze 

a). die Kraft F und 
b). die VerdrebnDg 
eines 5 m langen gnsseisernen Prismas von 
kreisringfönnigem Qaerschnitt, wenn das- ■ 

selbe mit einem Ende fest eingemanert ist 

und am ' andern durch die zwei gleicbge- AoflSBiutg. a). ^t Bezug anf Fig. 172 
richteten Momente P R, siehe Fig. 172, auf nnd anf Gleicbong 2). Seite 227 ist : 
Torsion in Ansprach genommen wird? Der g 

Stab hat 5 cm änsseren and 4 cm inneren 2 P B = -—-Tg 

Durchmesser, während P an einem 50 cnr 
langen Hebelarm R wirkt. oder nach dem in der Tabelle Erkl. 179 

c). Welchen DarchmesB er mass ein mas- fürdenKreisqaerscbnittgegebenen Wertist: 
■ Cylinder von derselben Länge erhal- 



ten, wenn er die gleiche Torsionsfestigkeit 
besitzen soll wie der Hohlcylinder, nnd 

d). welche Materialersparnis ergibt sich 
somit hei Anwendung des Hoblcylinders ? 

(3 = 500 kg, E, = 400000 kg pro Qcm.) 

Figur 172. 



2PR = -iV« 



oder: 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 



log 23,0625 ^ 1,3629064 
-flogw = 0,4971499 



mithin : 
nom-log P oder P 



logP = 1,8600563 
: 72,458 kg. 



oder nach nebenstehender HUf^rechniing 1). : 
P = 72,458 kg. 

h). Der Winkel, nm welchen der gnss* 
eiserne Hohlcylinder dnrch das Eräftepaar 
2PR verdreht wird, ist nach Gleichung 8). 
in Erkl. ISO: 

• - 2 32PB'-1 80 

" E,«(D« — <*•>■« 

oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 

« _ 64 ■ 72,458 . 50 . 500 . 180 
" ~ 400000. ;7'.36"9 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnnng 2). : 
n.» = 14" 19' 26,4" 



c). Nach der in Antw. anf Frage 186 ent- 

64.72,458.50.500.180 _ 72,458.720 wickelten Gleichnng ist für einen massiven 

'■ ■ ' 400000 . Ji' . 369^ ~ jt' . 369 Cylinder von derselben Torsionsfestigkeit 

Iog<u'>=^(log72,458 + log720)-(2.1og^+ ^'"' Darchmesser: 
log 369) 
log72,458 = 1,8600563 log w = 0,4971499 

Hog720 = 2,8573325 ^ i„ „,l,l,„ p^^,, „ ^ « ^i,„ j^ ,„. 



J = DV 



log ff' — 0,»ma»3ö 1 " 

-|-logS69 = 2,5670264 liegenden Fall n = -^ bedentet, und «omit 
"3;561326T ei^bt sich fttr; 
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mithin 
num- 


• 

■log 0)" 


oder öjO = 


14,324» 






3,24 . 6 


4,4.6 




— 


= 19,44' ' 


= 26,4" 






HilfBrechnung 3. 


3 




3 




A/i. 


(^] 


i^-.a/l 


256 



3 



3 



-V 

log <r = log 5 + -^ (log 369 — log 625) 



369 
625 



' = »¥•-«)' 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3). : 

J = 4,2 cm. 

d). Der Flächeninhalt des Kreises vom 
Durchmesser ö verhält sich zu dem Flächen- 
inhalt des Ereisrings von den Durchmessern 
D und d wie: 



3 

I O O 

log 369 = 2,5670264 
— log 625 = 2,7958800 



oder: 



~T"'~4 4~ 

d' : D^ — d^ 



2,7711464-3 
1 



3 



0,9237155-1 
+ log 5 = 0,6989700 

mithin: logJ = 0,6226§55 

num-log (F oder S = 4,1495 cm. 



HÜlBrechnong 4. 

9 



17,64 : 9 = 1 : 



_ ,.^ 900 

17,64 ~ • 17,64 

17,64 : 900 oder 1764 : 90000 == 51 

8820 



1800 
1764 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

4,2» : 5» — 4» 
oder: 

17,64 : 9 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 4). 
verhält sich der Materialaufwand in beiden 
Fällen vne 

100 : 51 

d. h. es ergibt sich bei Anwendung des Hohl- 
cylinders von den angegebenen Dimensionen 
eine Materialersparnis von: 

100—51 = 490/0. 



also 100 : 51 



Aufgabe 138. Ein Stab von 150 cm freier 
Länge wird seiner ganzen Länge nach gleich- 
massig auf Drehung in Anspruch genommen. 
Wie gross mtlssen in 25, 50, 75, 100 und 

125 cm Entfernung vom freien Ende die AuflÖBung. Nach der in Antwort auf 
Durchmesser genommen werden, wenn der Frage 193 gegebenen Formel ist: 
Stab in allen Querschnitten dieselbe Torsions- 3 

festigkeit besitzen soll und an der Befesti- ^ /"^ 

gungsstelle der Durchmesser c2 = 36cm ^ = d y j 

beträgt? 

Nennen wir nun die zu ermittelnden Durch- 
messer der Reihe nach y^ y,» ^3» ^4 ^^ 
^5» so ist: 



3 



yi 



= 36)/^ 



25 
150 



oder y^ 



=^vi" 



3 



^2 



2/i 



= 36^4« oder y. = i Vj 



=^VT 



V 1.^ 



150 °^*'" 2'» 



Gelöste Aufgaben über die Torsionselasticität und -Festigkeit. 
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HiliBrechnimgeii. 



3 



1). . . . Y^^ = y(logl-log6) 



logl = 3,0000000-3 
— log 6 = - 0,7781513 

2,2218487-3 

1 



mithin : 
num-log = 0,55032 



0,7406162-1 
0,550 . 35 



330 
165 

19,80 cm. 



8 



2) 



. . . . \f\ = ^(log2-log6) 



log 2 = 3,3010300-3 
— log 6 = -0,7781513 

2,5228787-3 
1 



8 



mithin: 
num-log = 0,69336 



0,8409596-1 



0,693 . 36 

4158 
2079 

24,948 cm. 



3 



3). . . . \^J = 4-0«gl~l^g2) 



log 1 = 3,0000000-3 
— log 2 = - 0,3010300 

2,6989700-3 



8 



mithin: 
num-log = 0,7937 



0,8996567-1 
0,794 . 36 



4764 
2382 

28,584 cm. 



4) 



9 



I 

1 


log 2 — 3,3010300-3 
— log 3 = - 0,4771213 

2,8239087-3 
1 

8 


1 mithin: 

num-log = 


0,9413029-1 
0,87358 

0,873 . 36 

5238 
2619 



31,428 cm. 



i^4 = 36 y 

3 

^5 = 36^/^ 



100 
150 



oder ^4 



=^vi 



3 



125 , 
15Ö- "^'" ^* 



= dY 



5 

6 



und 



oder nach den nebenstehenden Hilfsrech- 
nungen 1 — 5 ist: 

^1 = 0,550 d 

y^ = 0,693 d 

y, = 0,794 d 

y^ = 0,874 c? 

^5 = 0,941 d 

oder da im gegebenen Fall (2 == 36 cm 
beträgt, so ist: 

y^ = 19,8 cm 

y^ = 24,9 cm 

^3 = 28,6 cm 

y^ = 31,5 cm 



und 



y^ = 33,9 cm. 



2r>a 
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1or5 
log «1 



mithin t 



•. 8,6989700-8 
• -0,7781513 

2,0208187-8 

9 

0,97iU>002 - 1 
0,041.3« 

2S2*S 



s 



Alitgab« 139. W«iin dn ringfönniges 

fAnitA«^^'hw)mil|tk<^1t r -= d^Sm betritt, 
xn^U'h^n k<vr|vwUob«n luhtXx m«ss dmnn die 

d^«;^ Ift^h^vt^ $<^)imi^<^i$«nie Wdle lutben, AvflSsuig. Nach der in EitL 193 est- 
>9r^M di^ Air SohmW^is^n ils luUlssiir ui- wickelten Gleidiiiiig ist: 
^Hl^it'hw^^lld« 1\^ni<m$$pMllll]tt$ S = 400 kg P r' 1 S' 

w> pom ÄkM «ben»chT«iten d*rf «nd o.~ = a'w'^ 

XiWW^ jt«:^m wird? ^9 ^ ^ 

wnd idenuB o^bt äc^ ffir dem kosper- 
ücbeB Inbüt oder dms Toihmiisn der Wdk: 

^ Pr2 4E, 

oder £e eact^crec^isDdesi ZaKtenwB'ie (in oi) 
enig^Netii: 

_ ^0D.SJ^C>s.4.1f«{mD£»r. 

^ 2.9S1,4W^ 

oder smcäi ncä^enstebendsr S&nuäniin^: 

T = {;.!> ioibiJ 



RiUsr^^Mnaif. 






>»n:*4t^.iiiiiii i;;» ;• 



oobt: 



4»*«<»mr V plM ^m^rn: ^t^^ap^, ^«a ra ,Zaim> ifolnsteL Auiiraiif lii* unter 
iT*n'»af i>iiw> *u. rforspWoj TiitTwi«!« I-aniiraö» ?arme. 1 n. Ant% auf fTarrie IS^« 
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Aufgabe 142. Welcher Kraft kann eine guss- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 

eiserne Welle von 25 cm Durchmesser wider- gelösten Aufgabe 131 unter Anwendung der 

stehen, wenn diese Kraft an einem Rad von Formel 2 in Antw. auf Frage 183. 
1,5 m Durchmesser wirkt? (S = "°%3) 



Aufgabe 143. Der Widerstand an dem Bohr- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
stahl einer Cylinderbohrmaschine sei 1000 kg, gelösten Aufgabe 132. PR = 1000.20. 
die Länge des Stahls entsprechend dem Radius 
des zu bohrenden Cylinders sei 20 cm und die 
Länge der den Stahl haltenden Bohrstange 1 m. 

a). Wie gross muss der Durchmesser der Bohr- 
stange sein, wenn für S nur 500 kg pro Qcm 
angenommen wird, und 

b). wie gross ist der Torsionswinkel, wenn 
El = 1200000 gerechnet wird? 



Aufgabe 144. Zur Bestimmung des Elastici- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
tätsmodulus für Torsion hat man eine runde gelösten Aufgabe 133. 
Stahlstange von 7,4 cm Durchmesser und 1 m 
freier Länge an dem einen Ende horizontal be- 
festigt und am andern Ende senkrecht dazu, 
ebenfalls in horizontaler Richtung, einen 2 m 
langen Hebelarm angebracht, an dessen Ende 
ein Gewicht von 100 kg angebracht wird, wo- 
durch ein Drehungswinkel von V2° entsteht Wie 
gross ergibt sich hieraus der Elasticitätsmodulus 
des GusBstahls? 



Aufgabe 145. An einer quadratischen Kurbel- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der^ 
welle aus Buchenholz wirkten zwei Arbeiter mit gelösten Aufgabe 134. 
je 34 kg an einer Kurbel von 42 cm Länge. 

a). Wie gross ist eine Seite des Wellenquer- 
schnitts zu nehmen, wenn der Festigkeitskoeffi- 
zient für Buchenholz = 320 beträgt und 16 fache 
Sicherheit angenommen wird? 

b). Wie gross ist der Torsionswinkel, wenn 
die Wellenlänge 130 cm beträgt und E^ = 37200 
gerechnet wird? 

c). Welchen Bogen beschreibt demnach die 
äusserste Faser schiebt? 

d). Wie gross muss eine Kante des quadrati- 
schen Querschnitts genommen werden, wenn der 
Torsionswinkel nur Vio** betragen soll? 



Aufgabe 146. Ein Balken von Tannenholz Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
ist mit seinen beiden Enden in zwei feste Wände gelösten Aufgabe 135. 
eingespannt, so dass eine Lagerdrehung desselben 
um seine Achse nicht stattfinden kann. In der 
Mitte zwischen seinen beiden Befestigungsstellen 
ist ein Stab senkrecht durch den Balken gesteckt 
und in 1 m Entfernung von der Balkenachse 
eine Last von 12000 kg angehängt. 

a). Wie gross ist eine Kante des regulären 
sechsseitigen Querschnitts des Balkens zu nehmen, 
wenn dieser zwischen den Befestigungspunkten 
5 m misst, der Festigkeitskoeffizient für Tannen- 
holz = 240 beträgt und 8 fache Sicherheit an- 
genommen wird? 

b). Wie gross müsste der Radius eines Balkens 
von kreisförmigem Querschnitt genommen wer- 



•itii K\uticimt- und FeitigkeiUlehre. 

Ami, *mii ilocfmlbii auf gleiche Welse einer 

Itmiiiiie fl'inrfitniiiin ruIIV 

r.f. Win ufton Ixt In Jedem der beiden li'alle 
der 'h-t-F>]"(iiiwliihfll, wenn K, - iWm'/ 

Attigiilte 147. A): Weictie mecbanliche Arbeit Andeutung. Die AuflQauiig erfo^ analog der 

lRt(<rri>i'>lNrlli'liiiitmZf(rilt'p1ienelneRaneln«mE:nde gelosun Aufgabe 136. 

lti<rD!iiii[tt>H<'.]rlhiilHHRbeiinubeRaURHcbmleiloolien 

tun Ulm lifliiae nnil H om l>iirchnipiier, wenn 

1I01' l''p«llulip|l«l«>i>rilr.leiit * itm und der 

KlBi.Mi'Haii.miiiliiliiit K, — ilWO(H) kg pro Dem 

(liiiti>iiii)iiiiii>ii wli'ilV 

li). Wvli'lip mccliftiilm'be Arbelt wftre rum 
/pi'ili'flipii ildR Nullen iintiit, wenn derielbe ein 
vi'HiilmHsfilB«'» MeHiuppk von 4,ft cm Kante Bum 
gnpt'tx'bnill bHtfeV 

AulgKbe litt. Wip uiom ict Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog ivr 

«V iTiP Kinll l\ gelösten Aufgabe 137. 

bV dpv TninloiiPiwIiikPl eiiiM f m langen buss- 
p|««inw llolii-« vrtH ki-piwiiißfwmwjpui Quer- F^ur 173, 

m'hnltl. viTnn iUki-pII'i' mil pinem K«d>> lest ein- 
HPHiÄMPVl (»t «nd Mit »ndem durch die «wei 
plfifli^i L'bwi^n MiMWWiW OK (R. VV- l":'! »«f 
T'ii**'W (« A«n(m«'h (rMi"m'i««* '•ird, l>«r Stth 
tiKt '>'^ mm ttURKpi-^n und 18 mm iniMren l^nich- 
m*"pv. wÄbi^ndl' •«pinpm 4i>cnlMijr«aHebel- 
rtvmp *i.-Vt. A 

i'V \\>l.-'h*n l>mvbmcw*v rf »ns» wn m»S£ii*r m 

»^HuitM- \-ivft dpi-wlWn l*np* *>rh*lt*n. wenn T 

*v di* olvi.'b*' Trti-j.irt>«l"«!tirt"*it b«s»u«B soll 1 

-«ip Pin ll.i1.k\Kiid«-? / 

<i\. \\>I.-Jip "MatPiinWsiNirnfe wyibi sich so- / 

mi< Wi ^n'^^*ndBTlS d« lio>ik>lindpTS? 

^> — .Si'^n Vj, K, ■ 4i>0i"ii">P 1^ pro iZ'*"^-) * 
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VII. Die Zerknickungsfestigkeit. 

a). Tragkraft der auf diese Weise in Anspruch genommenen 

Eorperformen. 

Frage 197. Was versteht man unter der 
Zerknickungsfestigkeit eines Körpers? Antwort. Wenn ein Körper gleichzeitig 

auf Druck und Biegung, also auf rückwir- 
kende und relative Festigkeit in Anspruch 
'genommen wird, so nennt man den dabei 
im Körper auftretenden Widerstand die 
Zerknickungsfestigkeit. 



Frage 198. Welche Körper werden be- 
sonders auf ihre Zerknickungsfestigkeit in Antwort. Die Zerknickungsfestigkeit 
Anspruch genommen? kommt immer dann in Betracht, wenn auf 

Körper von ansehnlicher Länge in der Bich- 

Erkl. 194. Die Untersuchungen über die tung ihrer Längsausdehnung ein Druck aus- 
rückwirkende Festigkeit der Körper, oder über geübt wird, wie dies der FaU ist bei aUen 
die Last, welche gerade, auf einem horizontalen senkrecht stehenden Pfosten Sänlen Stützen 
Boden stehende Säulen oder prismatische Körper seuKrecnt stenenaen ^wsien, öauien, öiuizen, 
zu tragen vermögen, ehe sie sich biegen, sind Mauemu. s.w., welche bedeutende Lasten zu 
zuerst von X. Euler theoretisch geführt worden tragen haben und deren Länge im Verhält- 
und in Verbindung damit auch die Wissenschaft- nis zu den Querschnittsdimensionen ziem- 
lich interessante Frage beantwortet, wie hoch lieh gross ist. 
eine Säule von gegebener Dicke sein darf, bis 
sie durch ihre eigene Last gebogen wird. 



Frage 199. Welcher Unterschied be- 
steht zwischen der Wirkung des Drucks auf Antwort. Wirkt ein starker Druck auf 
eine kurze Säule und der Druckwirkung eine Säule oder überhaupt auf ein Prisma, 
auf eine lange Säule? dessen Länge nur wenig grösser ist als die 

kleinste Querschnittsdimension desselben, so 

Erkl. 195. Die Grösse des Drucks, bei tritt eine Verkürzung des Körpers, aber 
welchem die Biegung beginnt, lässt sich nur zugleich auch eine Verdickung desselben 
nach Wahrscheinlichkeitsgründen im voraus be- ein, woraus hervorgeht, dass die Teilchen 
rechnen. Als Grundlage einer solchen Rechnung nicht nur nach der Richtung des Drucks 
benutzt man die Erfahrungen, welche bei einer einander näher rücken, sondern auch nach 
grossen Anzahl besonderer Fälle gemacht wor- ^^^ g^.^^^ ausweichen und gleichsam wie 
den sind und aus welchen ein mittleres Resultat xr^.i^. j«^f7'i.^«« ^j m-i 

gezogen wird. Genau vergleichbare Ausdrücke ^^l^^? ^'^ Zwischenräume anderer Teile 
für die Zerknickungsfestigkeit sind daher noch einzudringen streben. Die Elasticität wider- 
weniger zu erlangen, als für ihre absolute setzt sich dieser Seitenbewegung. Werden 
Festigkeit. ihre Grenzen überschritten, so treten blei- 

bende seitliche Anschwellungen ein und end- 

Erkl. 196. So lange die Mittellinie eines auf lieh fallen die Teile ganz auseinander; es 
Druck in Anspruch genommenen Körpers ihre findet eine Zerdrückung statt, 
gerade Riphtung beibehält, wird die Kraft P in Bei einer Säule oder einem Pfeiler von 
den einzelnen Punkten des Körpers gleiche Zu- beträchtlicher Höhe tritt dagegen bei fort- 
sammendrückungen hervorrufen die sich für gesetzter Belastung eine Biegung der 
jeden Querschmtt zu der Gesamtpressung: lö^perachse ein; dieselbe ist eine Folge 

g _. ^ (siehe Gleichung 11 der Ungleichen inneren Beschaffenheit des 

Y Seite 64) Körpcrs, infolgedessen der Körper nach 

zusammensetzen, wenn F die Grösse des Quer- ^^^ verschiedenen Faserrichtungen eine un- 

schnitts bedeutet. Sobald aber die Mittellinie gleiche Widerstandsfähigkeit besitzt und an 

eines auf Druck in Anspruch genommenen Kör- der Seite des zufällig geringeren Wider- 
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pere gebogen wird, d&iin ist (vergl. Antw. »nf staudea eioe st&rbere ZDGaminendrQckaiie 

Frage 80) das Spanniingsmoment für einen belle- erfthrt. BO dass sich die auf den Körper 

bigen Qcemhmtt ET aDfftnglich als Druck änssenide Kraft in 

^ ~ ~"R~ eine biegende Kraft umwandelt*). Bei 

DieseH Moment (bestehend ans der drücken- ^nehmender Belastung wächst auch die 

den Kraft P mnitipliziert mit der GrÖBse y der Biegung und endlich erfolgt die ZerstSruag 

Durchbiegung, för den betreffenden Qaerschnltt des Körpers durch Zerknicken. Ist der 

also H = F«) ändert sieb ftlr denselben Quer- Querschnitt ein Rechteck, so tritt in der 

schnitt mit der GrOsse der Durchbiegung y, Regel die Biegung in der Art ein, dass TOn 

während d« entsprechende Moment für den auf den beiden breiten Seitenflächen des Pris- 

^üve Festigkeit m Anspruch genommenen „,33 ^ie eine konkav und die andere konvex 

Körper bei den m der Praxis znlfissiiren Biegnn- „„„„„u„ „ _: j _j ■ t.- , «. V 

gen ftr denselben Querschnitt densllben (kou-' '"'^««^8«'' ™d, Wie es in Fig. 174 dar- 

Btanten) Wert behUt. gestellt ist. 

Figor 174. ■] Siah* EiU. 1S5, 



Frage 200. Auf welchem Wege gelangt 
man zn einer Grnndformel für die Zer- Antwort. Der einfachste Weg, welcher 
knickongsfestigkeit und wie lautet dieselbe? zar Herleitnng eiaer Grundformel fttr die 

Zerknickungsfestigkeit einzuschlagen ist, geht 
Srkl. 197. In der nebenstehenden Formel von der allgemeinen Formel för den Kram- 
bedeutet T das kleinste Trägheitsmoment des mnngshalbmesser der elastischen Linie eines 
Querschnitts für irgend eine neutrale Achse, da gebogenen Stabes aus. Dabei fassen wir 
angenommen werden muss dass die Biegung ^^iiUhit den Fall ins Auge, in welchem 
nach der Richtung erfolgt, for welche der Wider- „. T,r„,.^„ „j„_ „;„„ ok„i„ /J„i,„ i^t™ iik\ 
stand gegen Bie|uug am kleinsten ist. D. h. «"" P^^^**''' "l^"; ^'"^ ^lule (siehe Fig. 175) 
bei einem Querschnitt, welcher, wie z. B. das a™ unteren Ende eingemauert oder sonst 
Rechteck Fig. 175, in Bezug auf zwei recht- befestigt und am oberen Ende von einer 
winklige Achsen verschiedene achsiäle Trägheits- Druckkraft F, die parallel zur Längenachse 
momente hat und für welchen und senkrecht abwärts wirkt, neben der Zn- 

sammendrackusg auch noch eine Biegung 

erleidet. 

ist hier unter h immer die kleinere der beiden Es ist nach Formel 1 in Antw. auf Frage 80 
Rechtecksseiten zu verstehen. E ist der Elastici- der Krümmungshalbmesser allgemein : 
tätemodulns des Materials und P die Kraft, 

welche in der Eichtung der Längsachse den j> _, ^^ 

Stab auf Zerknickung beansprucht. M 



T = ^6Ä' ist, 



I 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansführliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad, Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden* 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten nnd gat hrochiert, um den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch* zn gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
and Erklärungen am Schiasse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtUch, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches . Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Iiehrbuch 
Bum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollstSndige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Uammor in Stuttgart. 



\ 




Eiasticitäts- und Festigkeits- 
lehre. 

rts. V. Heft 444. — Seite 257—272. 

Mit 6 Figuren. 



T-.'z.^'id'^ 




VoUständig gelöste 

Aufgaben- Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

Angabe und EntflcUnng der beBntzten Sitze, Formeln, Regeln, In Fragen nnd Antiorten 

erl&utert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Bechenlninst) der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. Bphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) n. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- n. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
aus allen Zweigen der Physik, Mechanik , Graphostatik, Chemie, Geodftsie, Nantik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brficken- n. Hoehban's; der Konstmktlonslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u. 

Parallel-PerspektiTe, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

f&r 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, lülitärs etc. 

zum einzig richtigen und erfoigreichen 

Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

MBr. Adolph Kleyer^ 

HAthematiker, rereideter kOnigl. preaii. Feldmeuer, vereideter groesli. hesslieher Geometer I. KlMte 

in Frankfurt a. IL 
unter Mitwirkung der bewfthrtesten Er&fte. 

Eiasticitäts- und Festigkeitslehre 

I oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

9 nach System Kleyer bearbeitet 

von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker in Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 444. — Seite 257—272. Mit 6 Figuren. 
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Inhalt: 

I Tragkraft der auf Zerknicktiiigsfestigkeit in Anspruch genommenen Körperformen. — Vergleichnng der 
9 Zerknickungsfestigkeit mit der Druckfestigkeit. — Gelöste Aufgaben über die Zerknickungsfestigkeit. 



S Stuttgart 1888. 

I Verlag von Julius Maier. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jebt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht ^ erscheint monAttich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
BrQcken- nnd Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in ToUständig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplancs folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ordn., gleich- 
berechtigten höheren Bilrgerschnlon, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissenschaftsschnleiiy 
Militärschnlen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das «Einjährig- Frei- 
willige- und Offiziers -Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge« 
iiabten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf« 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandliing. 
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Figur 175. 




Das Biegangsmoment M und damit die 
Biegungsform kann nun zweifacher Art sein 
und ist im vorliegenden Fall eine andere 
als jene, welche bei der Biegung durch eine 
zur Längsachse senkrechte Kraft entsteht, 
denn es ist jetzt nicht mehr die Senkrechte 
(oder Abscisse) x, sondern die Horizontale 
(oder Ordinate) y (siehe Fig. 175) der Hebel- 
arm der Kraft, und somit ist für den vor- 
liegenden Fall: 

M = P^ 

und also: „„ 

ET 1) 



R = 



^y 



Erkl. 198. Aus der nebenstehenden Formel 
ersieht man, dass die Biegung des Stabes an 
der Angriff sstelle der Kraft P am geringsten 
ist, weil dort y = 0, also R = oo, die Krüm- 
mung selbst also Null ist. Dagegen ist sie am 
stärksten an der Befestigungsstelle, wo y 
seinen grössten, R seinen kleinsten Wert erhält. 
Diese Stelle ist auch der gefährliche Quer- 
schnitt des Stabes. 

Erkl. 199. Wer mit den Elementen der höhe- 
ren Mathematik betraut ist, beachte folgendes: 

Wenn man für den Krümmungshalbmesser 

dx 



Durch weitere Ausführung dieser Formel, 
welche aber nur mit Hilfe höherer Mathe- 
matik möglich ist, erhält man, wenn man 
noch die grösste Ai^sbiegung mit s bezeich- 
net, die sog. Gleichung der elastischen Linie: 

1). . . . x = st«(«v^) ^ 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn 
man a; = Z und damit y = s setzt, für den 
gefährlichen Querschnitt B (siehe Fig. 175): 



= *'■" yVwr) 



V- 



den 



In dieser Gleichung bedeutet l y/ -^ 

Bogen des Winkels, dessen Sinus = 1 ist. 
Dieser Bogen ist aber der von der Länge 

TT 

y, entsprechend dem Winkel von 90^, und 
es ist demnach: 



R = ,-„ — oder R = 



V ET ~" 2 



oder: 



d'y 



R = — 



"(© 



dx 



d(tga) 
einführt, so erhält man: 

Vydx = —ET.d{tga) 



und daraus ergibt sich für die theoreti- 
sche Tragkraft P eines nach Art der 
Fig. 175 auf Zerknickung beanspruchten 
Stabes von der Länge l: 

2). " '^'^^ 



P = 



4P 



oder indem man aus -~- 
dy ^^ 



= ig a den Wert 



dx = 



einsetzt : 



oder: 



tga 

Py-^^ = —ET,d.(tga) 
^ tga ^-^ ' 



eine Gleichung, die nur zur Bestimmung 
derjenigen Belastung dient, bei welcher die 
Zerknickung wirklich erfolgt. 

Damit letzteres, wie überhaupt eine Durch- 
biegung nicht stattfinden kann, darf der 
Stab nur mit einem gewissen, dem n^^^ Teil 
von P belastet werden, so dass man erhält: 



Yy.dy = — ET.<^ a. (2(f^«) 
und durch Integration: 

Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 



n' 



^=T 



ET 

n P 



1) Siehe Erkl. 197 u. 193. 

2) „ „ 199. 
») n :, 200. 



17 
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Um die Konstante C zu bestiinm«^ erwäge man, ^^^^^ da ^ = 2,4674 oder = circa 2.5 ist, 



dass f ür « = Z, y = 8 und -^ = t^r « = 0, 



dx 



so ist: 



also die Eonstante G 



= 2^Ps* und folglich: p __ 



2,5 



Pyi = — ET«^'a + Ps' 



ET 



woraus: 



t,„ = -g-=-\/?(«'-^') 



ET 



oder: 

dy 



^(1) 



V >-(!)' 



= (Vä) 



dx 



Und wenn man diese Differentialgleichung noch- 
mals integriert, folgt: 

«rc(m=|) = (y^)« 
oder umgekehrt: 

\^ = Sinixy ^^ j wie Gleich. 1). 

3 5 
Erkl. 200. Die übrigen Werte -^n, -^n etc. 

die ebenfalls die Gleichung erfüllen, lassen da- 
rauf schliessen, dass bei vergrösserter, beson- 
ders stossweise wirkender Kraft die elastische 
Linie des Stabes mehrere Wellen bildet und der 
Stab somit in mehreren Querschnitten gefährdet 
ist. Für die Anwendung ist nur der kleinste 

TZ 

Wert -^ in Bechnung zu ziehen. 

Erkl. 201. In dem erhaltenen Wert für die Zer- 
knickungskraft P (siehe nebenst. Gleich. 2 u. 3) ist 
die grösste Durchbiegung 8 nicht mit enthalten, 
so dass also die Tragkraft bei jeder Grösse 
der Durchbiegung eines Stabes dieselbe 
ist oder dieselbe Kraft P h&lt bei jeder Grösse 
der Durchbiegung den Faserspannungen das 
Gleichgewicht. Der Grund davon liegt in dem 
Umstände, dass mit zunehmender Durchbiegung s 
ebenso das Moment der Kraft P wächst und dem- 
nach die Zunahme der Widerstandsfähigkeit des 
Materials bei grösserer Durchbiegung dieselbe 
sein muss wie bei Yergrösserung des&af tmoments. 

Daraus geht aber hervor, dass dieselbe Kraft, 
welche überhaupt eine Biegung zu bewirken 
fähig ist, den Stab auch bis zum Bruch belasten 
kann und es ist somit P gleichzeitig die theo- 
retische Trag- oder Bruchkraft. 



Die Wahl des Sicherheitskoeffizienten n 
ist im allgemeinen beliebig und hängt von 
dem Auftreten zufälliger Seitenkräfte, von 
Stössen etc. ab (siehe Antw. auf Frage 205). 



Frage 201. Welche Formeln erhält man 
aus der obigen Gleichung 2). für die Zer- 
knickungsfestigkeit rechteckiger , quadra- 
tischer und cylindrischer .Stäbe, wenn man Antwort. Ist der Stab ein Parallelepipe- 
die früher berechneten entsprechenden In- don, dessen Querschnittsdimensionen h und 
halts- oder Trägheitsmomente einsetzt? h sind (und zwar h die kleinere, in der 
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Biegoogsebene liegende Dimension und b 
die grössere, senkrecht daranf stehende Ab- 
messong, siehe Fig. 175), so ist das äqua- 
toriale Trägheits- oder Inhaltsmoment nach 
Formel 14 Seite 82: 

and wenn wir diesen Wert in Gleichnng 2). in 
Antw. anf die vorige Frage einsetzen, so ist: 

tt' 1 

P = -— E- — 6Ä» 
4P 12 

oder: 

^ 48 P 

SrkL 202. Aus den nebenstehenden Formeln 
ersieht man zugleich, dass die Tragkraft eines Ist der Stab quadratisch, und die Quadrat- 
der Zerknickungsfestigkeit ausgesetzten Stabes Seite = a, so ist nach Formel 18 Seite 84: 
von rechteckigem Querschnitt zunimmt mit der « 

Breite und dem Kubus der Dicke, dagegen ab- X = -^ a* 

nimmt mit dem Quadrat der Länge desselben. ^ 1" 

Bei einem quadratischen oder cylindrischen ^^^' „i X 

Stab nimmt die Tragkraft zu mit der vierten P = -^ "^ * W ** 

Potenz (oder dem Biquadrat) der Seite oder des oder: 
Durchmessers, dagegen ab mit dem Quadrat der t^s £ a* 



Länge desselben. 2) P 



48 P 



* Ist der Stab cylindrisch und der Durch- 
messer = d^ so ist nach Gleichung 1). auf 
Seite 98 : t 

T = ^ä^. 

also: 

^ 256 P 

Ist endlich der Stab eine hohle cylindrische 
Säule, deren Durchmesser D und d sind, so 
ist nach Gleichung 1). auf Seite 101: 

also: 
' ^ 256 \ P / 



Frage 202. Was ist über die Zer- 
knickungsfestigkeit eines Pfostens oder einer 
Säule zu bemerken, welche nicht, wie im 
vorigen Fall, am unteren Ende fest einge- 
klemmt ist, sondern bloss so gestützt ist, Antwort. Denkt man sich im vorigen 
dass beide Endpunkte der elastischen Linie Fall (siehe Fig. 176) die beiden Enden des 
bei dem Druck P in der ursprünglichen Stabes abgerundet und die Einklemmung 
vertikalen Achse bleiben müssen? (Siehe durch eine einfache Unterstützung ersetzt, 
Fig. 176.) oder denkt man sich die Enden drehbar ge- 

lagert (wie z. B. die Zugstangen für Pumpen, 
Dampfinaschinen etc.), so biegt sich der 
Stab in der Mitte aus. Die elastische Linie 
erhält eine symmetrische Krümmung, ihre 
Enden werden in der Richtungslinie der 
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Figur 176. 







Srid. 20S. Aus nebenstebender Gleichung 
folgt für einen p«rÄllelepipedischen Stab: 

^) ^=1-' P- 

^r einen quadratischen Stab: 

" 12 r- 

für einen kreisförmigen Stab: 

3r3 Er7* 
64 * 72 

«nd filr den hohlen kreisförmitren Stab: 



S\ 



r = 



4\ 



j» — — — • 



Kraft P liegen, dagegen eine beliebige Nei- 
gung gegen diese haben können. Es hat 
im vorliegenden Fall jede Hälfte des Stabes 
dieselbe Biegung wie im vorigen Fall, and 
die stärkste Krümmung, also auch der Bruch 
durch Zerknickung tritt in der Mitte ein. 

Um nun für diesen zweiten Fall die 
Formel der Tragfähigkeit zu erhaltea, denkt 
man sich die eine untere Hälfte des Stabes 
fest eingemauert und nur die andere obere 
Hälfte von der Länge V2 ^ in Betracht ge- 
zogen. Man erhält alsdann unmittelbar, wenn 
man ^2^ ^^^^^ ^ ^ ^^^ Gleichung 2). Seite 257 
einführt, ganz allgemein: 



P = 



oder: 






oder mit Rücksicht auf den Sicherheits- 
koeffizienten n: 



2), . . 



P = ca. 10 



ET 



Hieraas sieht man zugleich^ dass der Stab 
in diesem Fall bei jeder Qnerschiuttsform 
anter sonst gleichen ümständ^i viermal so 
viel za tragen vermag als im ersten FalL 



Fräs« dOS, Was ist über die Trag- 
f&hixrkeit eines stAbförmiireD Körpers zu be- 
Toerkeiu welcher an beiden Enden fest ein- 
^ilemmt bezieblich fiach aufgelegt istr 

fit^. S04. Ans nebenstehender Gleichimg 
foici für einen rechrectiüen Stab: 



IV 






für nnen qn^-drati^cben ST4jb: 



."^ 



'2V 






für ^mpx\ kroisf<>rmiiron ^■))- 



Antwoit. Ist der Köi^r vön der Länge 
7 an beiden Enden ein^re^unnit oder sind 
beide Enden flach abirescimitten and stützen 
sie sich gegen Ebenen (2. B. E.olbenstangen, 
Sanleul," siehe Fig. 177, so hle&öi die 
Enden der elastischen Linie "wieder in Rich- 
tung der Eraft P, berfihTen aber zugleich 
die^ Eichtungslinie der Eraft an diesen 
Stellen. Die elastische Linie zeigt hiernach 
zwei Vendeponkte F and 2. ^w^chc am 
- 4 7 Ton den Einklemmang^flmktfin entfernt 
sind "üDd es treten drei gefthrlidie Zer- 
tmcikmigsgneTschniue ein, niUnlic^ in der 
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3) 



P = 



n^ Eii* 



16 Z» 
und für einen hohlen kreisförmigen Stab; 

4) 



^ ^ E (D* — e?*) 
16 ' X^ ' 



Figur 177. 





Mitte C und an den Befestigungsstellen A 
und B. Der erste Fall wiederholt sich also 
hier viermal und man erhält demnach die 
entsprechende Zerknickungskraft P, wenn 
man in Gleichung 2). Seite 257 l durch 7» ^ 
ersetzt. Es ist hier also: 






oder: 



ET 



oder mit Bücksicht auf den Sicherheits- 

71^ 



koeffizient und da 



= ca. 2,5 ist: 



2). 



P = 40 



E^T 



Frage 204. Was gilt über die Zer- 
knickungsfestigkeit eines Stabes, der mit 
einem Ende fest eingeklemmt oder einge- 
mauert, am andern Ende aber so geführt 
oder festgehalten ist, dass das Ende aus 
der ursprünglichen Lage in der Stabachse 
sich nicht entfernen kann? 



Erkl. 205. Aus nebenstehender Gleichung 
folgt für einen rechteckigen Stab: 

71^ E5;^3 

^ 6 P 

für einen quadratischen Stab: 

^> ^ - ^ P 

für einen kreisförmigen Stab: 

und für einen hohlen kreisförmigen Stab: 

4) p- ZE!.ep*ji:^!L 



Antwort. Ist das untere Ende des Stabes 
fest eingeklemmt oder eingemauert und das 
obere in der ursprünglichen Stabachse ge- 
führt wie in Fig. 178, so entstehen not- 
wendig zwei gefährliche Zerknickungsquer- 
schnitte, der eine etwas über der Mitte und 
der andere an der unteren Befestigungsstelle. 

Bei oberflächlicher Betrachtung erkennt 
man, dass der Stab aus drei ungefähr gleich 
langen Teilen besteht, die sich so verhalten, 
wie der an einem Ende eingeklemmte, am 
andern Ende freie Stab. Setzt man dem- 
nach in Gleich. 2). Seite 257 statt l nur Vs 
ein, so ist: 

TT^ ET 

4 



(i) 



oder unter Berücksichtigung des Sicherheits- 



koeffizienten n und da 



71' 



9 = ca. 22 ist: 
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Figur 178. 




P = 22 



ET 



Eine genaue Untersnchung (welche hier, 
als zn weitgehend, weggelassen werden soU) 
ergibt fOr die Tragfähigkeit: 

...... p = i^-^] 

oder unter Berttcksichtigang der Grösse n: 

ET 



2) 



P = ca. 20 



nl^ 



Frage 205. Was ist bei Anwendung der 
vorerw&hnten Formeln zur Berechnung der 
Querschnlttsdimensionen eines auf Zer- 
knickung beanspruchten Körpers besonders 
zu berücksichtigen? 

Krkl. 206. Onisshof empfiehlt far praktische 
Rechnungen die zul&ssiffe Tragkraft nach der 
aus der Erfahrung abgeleiteten Formel: 



K = M 



1^3_ 
P. + P* 



zu bestimmen, und es fallen danach die Resul- 
tate für die am häufigsten vorkommenden Längen- 
Verhältnisse ziemlich günstig au& Es bedeutet 
darin P^ die Kraft, welche den fraglichen Stab 

zerdrücken würde, P^. die sich aus den obigen 

Formeln ergebende Kraft, welche den Stab zer- 
knicken würde, und n einen Sicherheitskoeffi- 
zienten, und zwar: 

für Holz . . . . n = 0,12 bis 0,10 
„ Gasseisen . , « = 0,17 
„ Schmiedeeisen n = 0,2. 

EiU. 207. Wie aus den oben entwickelten 
Formeln zu ersehen ist, ist die Zerknicknngs- 
festigkeit eines Stabes umgekehrt proportional 
dem Quadrat der Länge und es muss denmach 
bei Zu- oder Abnahme der Länge die Zer- 
knickungsfestigkeit rasch fallen oder steigen. 
Man ist darum genötigt, Säulen von grösserer 



Antwort. Bei Anwendung der vorer- 
wähnten Formeln ist ganz besonders zn be- 
rücksichtigen, dass dieselben, sobald ihnen 
der Sicherheitskoeffizient n mangelt, für die 
Belastung P einen Wert geben, bei welchem 
die Zerknickong wirklich erfolgt Die za- 
lässige Tragkraft mnss aber um ein be- 
deutendes unter jener Brachkraft ange- 
nommen werden, d. h. man rechnet als 
zulässige Tragkraft nur einen Bruchteil 

— jener Kraft P, damit die Pfosten und 

Stützen, Säulen und Stangen, die auf Zer- 
kuckungsfestigkeit beansprQcht sind, die Be- 
lastung auf £e Dauer mit Sicherheit zu 
tragen vermögen und zwar nimmt man den 
Zerknickungs- Sicherheitskoeffizient S^ bei 
Holz zu Vioi lu^d ^^i Eisen, sowohl Schmiede- 
eisen als Grusseisen, in der Ruhelage zu Vs 
bis i/e an. Für Pleulstangen (wegen der 
Einwirkung der lebendigen Kraft), sowie 
für Säulen mit unruhiger Belastung (wie in 
Fabriklokalen) ist die Sicherheit noch grösser 
anzunehmen. 

Für die Anwendung hat man also obige 
Werte (wenn n in der betreffenden Formel 
nicht mit enthalten ist) noch mit dem Sicher- 
heitskoeffizienten 
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Höhe einen grösseren Querschnitt auch dann zu 
geben, wenn dieselben gleiche Lasten zu tragen 
haben. Die folgende Tabelle von Morin gibt 
für verschiedene gebräuchliche Werkstoffe die 
AnyAhl Kilogramm, mit denen man sicher jeden 
Quadratcentimeter belasten darf« 



S, = 



n 



zu mnltiplisderen. 

Die Zahl n gibt an, den wievielten 
Teil von der sonst zulässigen Druck- 
spannung man als Belastung für jede 
Flächeneinheit des Querschnitts als 
zulässig in Rechnung bringen darf, 
wenn die Stange eine genügende 
Widerstandsfähigkeit gegen das Zer- 
knicken besitzen soll. 

Bezeichnet man mit -r das Verhältnis zwi- 
schen Länge und Dicke einer Säule, so ist 
nach Ritter für: 

Gusseisen . . n = 1 + 0,00225 {-^ 
Sfchmiedeeisen n = 1 + 0,001125 (^)' 

Holz n = 1 + 0,0027 (^^ 

Nach Hodghinsons Versuchen vermindert sich Hieraus ergeben sich die nachfolgenden 
die Festigkeit gegen das Zerknicken mit zu- Werte, wenn: 
nehmender Höhe in der Weise, dass dieselbe 





Yerh&ltnis der Länge zur kleinsten 




Querdimension 


Bezeichnung 


' -""^^^^^^mm-^ """*— — ■B*^^^"— — ^ 




unter 


unter 


unter 


unter 


unter 


des 


12. 


18. 


24. 


48. 


60. 




Be- 


Be- 


Be- 


Be- 


Be- 


KOrpers. 


lastung 


lastung 


lastung lastung 


lastung 




in 


in 


in 


in 


in 




Kilogr. 


Kilogr. 


Kilogr. 


Kilogr. 


Kilogr. 



Starke Eiche . 


80,0 


25,0 


15,0 


5,0 


Schwache Eiche 


19,0 


8,4 


5,6 


— 


fiottanne . • 


37,5 


31,0 


18,7 


7,5 


vVeisstanne • 


9,7 


8,2 


4,0 


— 


Schmiedeeisen 


1000^0 


885,0 


500,0 


167,0 


Gasseisen . . 


2000,0 


1670,0 


1000,0 


888,0 



2,5 



84,0 
167,0 



bei Ifacher Höhe 1 


, 10 „ 


» 0,6 


» 20 , 


„ 0,357 


» 30 „ 


, 0,223 


» 40 „ 


» 0,146 


, 50 „ 


, 0,1 beträgt 



d 



= 10 20 30 40 



50 



Gusseisen . . n = 1,225 1,9 3,025 4,6 6,625 
Schmiedeeisen n = 1,1125 1,45 2,0125 2,8 3,8125 
Holz n = 1,27 2,08 3,43 5,32 7,75 



zur 



Nach demselben leisten Steine bis 
12 fachen Höhe gleichen Widerstand gegen das 
Zerknicken und zwar darf jedes Qcm sicher 
belastet werden bei: 



Basalt 

Harter Granit .... 
Gewöhnlicher Granit 
Harter Marmor . . . 
Weisser geäderter Marmor 
Harter Sandstein . • . 
Weicher Sandstein . . 
Sehr harter Backstein . 
Gewöhnlicher Backstein 
Sehr harter Kalkstein . 
Gewöhnlicher Kalkstein 

Alabaster 

Guter Mörtel von 18 Monaten . 
Gewöhnlicher Mörtel von 18 Monaten 



Bei 24 f acher Höhe aber ist deren Festigkeit nur 

96 
noch -TT^TT oder ca. ^s» ^©i 30 f acher Höhe nur 



mit 200,0 kg 


» 


70,0 


» 


Tf 


40,0 


n 


7i 


100,0 


n 


n 


30,0 


n 


n 


90,0 


n 


n 


0,4 


n 


n 


12,0 


» 


n 


4,0 


« 


n 


50,0 


V 


n 


30,0 


n 


n 


6,0 


n 


n 


4,0 


n 


» 


2,5 


» 



noch 



noch 



138 
75 

138 
52 

138 



oder ca. ^/g, bei 40facherHöhe nur 
öder ca. Va» 
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b). Tergleichung der Zerknicknngsfestigkeit mit der einfachen 

rückwirkenden oder Druckfestigkeit. 

Frage 206. Von welchem Einfluss ist 
die Länge eines Stabes auf die Zerknickungs- Antwort. Wie schon in Erkl. 179 be- 
festigkeit sowohl als auch auf die Druck- merkt wurde, ist die Enickungsfestigkeit 
festigkeit desselben? eines Stabes umgekehrt proportional dem 

Quadrat der Länge desselben, während bei 
der Druckfestigkeit, abgesehen vom Eigen- 
gewicht des Körpers, die Lämge ohne Ein- 
fluss ist. Bei einer gewissen Stablänge wer- 
den beide Festigkeiten gleich gross sein und 
es ist also diese Länge die Grenze, unter 
welcher der Stab auf Druck, tlber welcher 
er auf Zerknickung zu berechnen ist. 



Frage 207. Wie nennt man den Quotient, 

den man erhält, wenn man die Länge des Antwort. Den Quotient aus Stablänge 

Stabes dividiert durch die kleinste Quer- durch die kleinste Querschnittsdimension 

Schnittsdimension? nennt man allgemein das Längen verhält- 

l 

nis =: -j- des Stabes. 
d 



Frage 208. Wie findet man das Längen- 
verhältnis eines Stabes, bis zu welchem der- 
selbe auf Zerdrückung berechnet werden 
darf? 



Erkl. 208. Wendet man beispielsweise die 
nebenstehende Formel auf einen Stab von kreis- 
förmigem Querschnitt und dem Durchmesser d 
an, so wird, da nach Formel 1 Seite 98 das Träg- 
heitsmoment 



und der Flächeninhalt 



d"^ 71 ist, 



oder: 



Y "F" ~ Y 64(Z2~7r" 

VF- V?F= 



d 
4^ 



Setzen wir diesen Wert in nebenstehende Glei- 
chung 1)., so ist: 



l 

oder: 
l 



n d \/ 

= 2'T V 

t: 

= 0,4 d\^ 



E 



oder l 



E 

8 



oder 



~d 






E 
s 



Antwort. Dieses Längenverhältnis findet 
man, wenn man die Werte Pd für Zer- 
drückungsfestigkeit und P* für Zerknicknngs- 
festigkeit einander gleichsetzt. Nach For- 
mel 3 Seite 63 ist: 

Pd = Ys 

worin s die Bruchbelastung bedeutet. Nach 
Formel 2 Seite 257 ist die Zerknicknngs- 
festigkeit für den ersten Fall der Inan- 
spruchnahme (Fig. 175): 

P - -_!.ET 

* ~ 4 P 
Aus der Gleichsetzung beider Werte folgt: 

ET 



oder: 

oder: 
1). . 



Fs = 



P 



n 



U 



ET 



= (Ü 
' = (f) YfVf 



Führen wir nun die Werte von E und s aus 
Tabelle Seite 38 der Reihe nach für: 



aus welcher Gleichung für jede Querschnitts- 
form und für jedes Material die Länge l, 
für welche Druck- und Zerknicknngsfestig- 
keit gleich gross sind, oder das Verhältnis 
der Länge des Stabes zur Höhe des Quer- 
schnitts in der Biegungsebene zu ermitteln ist. 
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Eichenholz E = 120000 s = 480 

Schmiedeeisen E im Mittel = 2000000 s = 2640 

Gusseisen E = 1000000 s im Mittel = 6325 

so erhält man für Eichenholz: 
für Schmiedeeisen: 



1 = ..* v 



2640 
für Gasseisen: 



2000000 

= ca. 11 



i -= «.' V 



1000000 ___ ^ 
~6325~ ~ "^^^ ^* 



Frage 209. Was heisst das, wenn man 

sagt, das Längenverhältnis eines massiv cy- 

l 
lindrischen Stabes ist für Eichenholz -r = 

6, für Schmiedeeisen -r = llundfürGuss- Antwort. Wenn man sagt, das Längen- 

l l 

eisen ^ = 5^ Verhältnis ist für Eichenholz -j- = 6, für 

d ' l 

Schmiedeeisen -?- = 11 und für Gusseisen 

l ^ 

^ = 5, so heisst das: Ein massiv cylin- 

drischer Stab kann noch auf Druckfestig- 
keit berechnet werden, wenn die Länge des- 
Erkl. 209. In gleicher Weise, wie in Er- selben nicht grösser ist als 

klärung 20ö. lässt sich das Längenverhältnis i-i-r. i. i-.-r.-i-i-i 

für die übrigen drei Fälle der Zerknickungs- der 6 fache Durchmesser bei Eichenholz, 

festigkeit und mit Rücksicht auf andere Quer- ^ o h * a ' 

schnitte und Materiale entwickeln. Bei den drei '' ^^ '» " „ bcümieueeisen, 

andern Fällen der Knickungsfestigkeit ist die ^ rnQßAifiPn 

Tragfähigkeit, wie aus den früher entwickelten " ^ " " " uubbcibeu. 

Formeln ersichtlich ist, 4, 16, 8mal so gross -r.« -xt \ -m. • ii r« j- j • j 

als beim ersten Fall, es kann daher das Ver- ^ Die yerbaltniszahlen für die drei andern 

l Hauptfälle sind mit Rücksicht auf andere 

hältnie -^ für einen Rundstab aus Eichenholz Querschnitte in der folgenden Tabelle ent- 

resp. Schmiede- oder Gusseisen Y^' YW Y^ balten samt den Ergebnissen des ersten 
oder 2, 4, 2,8mal so gross sein, ehe der Stab Falles, in welchem der Sicherheitsgrad für 

auf Knickung zu berechnen ist. -r, ir^-i-i. «i-^u •i.^'i. 

^ Druckfestigkeit mit - bezeichnet ist, so 

dass, wenn s den Festigkeitskoeffizienten be- 
zeichnet, der Sicherheitskoeffizient S == 

— s ist; der Sicherheitskoeffizient für Zer- 

^/ 1 

knickungsfestigkeit ist mit S^ = — be- 

zeichnet. 
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TubtlU übw die Verh&ltniaiahlen -f und — resp. ^ der Liage 1 sa den 

Quwsohnittadimeiudonen d und a resp. ii, bei welcher die ZerladAnngs- 

testigkeit germde gleich isfc der Dmckfeetii^EeiL 



K^) 




Tn^knü 


1 

bd der 






ffir 






Dntckfest^kiit ' 


laEa 


^^'l^ 


*' Gaaaeüen 






1 1» Ki» 


c 4 


« 


11 


5 






• 


* 


»->'. 


5^ 






* 


* 4 






r 4 


^^ 


S 


10 






r 


14 


s 


11^ , 






? = — *1 » 








r ^ 


^ -^ 

■^ 


•K 


14 


H »b 




r 


5t 


35-^ 


15 






r 












4^ 


3} 






r 


Htm 


>» 


S 












at;«9 
r i» ^ 




•^ *^ U V ' 






' r^fieue 






Qcsültais 

!aiL&HltZS~ 

>ica 6er 



.^>v»:.w^ -... I.V -t -vrr >ww ;.ij- ÜT-.- -^ r >SiCV- * --SSSäT 
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gleichzeitig geltend. Bei grosser Länge ist aber 
der Einfluss der Drackbeanspruchung verschwin- 
dend klein und bei kleiner Länge unter der oben 
erwähnten Grenze ist der Einfluss der Knickung 
sehr klein, so dass bei der willkürlichen An- 
nahme Yom Sicherheitsfaktor n die Zuverlässig- 
keit der aufgestellten Gleichungen eine genügend 
grosse ist. In der Nähe des Grenzverhältnisses 
für gleiche Druck- und Enickungsfestigkeit kann 
man mit Bücksicht auf obiges n etwas kleiner 
und unterhalb des Grenzverhältnisses, in der 
Nähe desselben, kann man bei der Berechnung 

auf Druck S n= — * a etwas kleiner annehmen. 

a 



Wenn das Yerbältnis 



l 



— oder -j- 
a h 



kleiner als die in der obigen Tabelle an- 
gegebenen entsprechenden Zahlenwerte ist, 
so mass der Körper nach der einfachen 
rückwirkenden oder Druckfestigkeit berech- 
net werden: im umgekehrten Fall hingegen, 

l l ^ ^ 

wenn das Verhältnis -j resp. -^ oder -^ 

grösser ist als die darunter befindlichen 
Zahlenwerte der Tabelle, so ist, da alsdann 
der Widerstand gegen das Zerknicken ge- 
ringer ist als gegen das Zerdrücken, der 
Stab nach den Formeln der Zerknickungs- 
festigkeit zu berechnen. 



Frage 211. Wie kann man in den Fällen 
verfahren, wo es zweifelhaft ist, ob die Be- Antwort. Einfacher als durch Berech- 
rechnnng auf Druck oder auf Zerknickung nong des Grenzverhältnisses wird man in 
einen grösseren Querschnitt ergibt? den Fällen, die es zweifelhaft lassen, ob die 

Berechnung auf Druck oder Knickung grösse- 
ren Querschnitt ergibt, verfahren, durch Be- 
rechnung des Querschnitts auf beide Bean- 
spruchungen und Beibehaltung des grössten 
Resultats. 



Frage 212. Auf welche Weise erhält 
man für irgend einen Fall eine Körperform, Antwort. Man erhält für irgend einen 
die in allen Querschnitten die gleiche Zer- Fall eine Körperform, die in allen Quer- 



knickungsfestigkeit besitzt? 
Figur 179. 
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Figur 180. 
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schnitten die gleiche Zerknickungsfestigkeit 
besitzt, wenn man nach dem Vorausgehenden 
aus der Gleichung für die grösste zulässige 
Tragfestigkeit die Dimensionen des gefähr- 
lichen Querschnitts bestimmt und dieselben 
in den andern Querschnitten so abnehmen 
lässt, dass die Maximalspannung in jedem 
Querschnitt denselben Wert erhält. Auf 
diese Weise erhält man z. B. für den obi- 
gen zweiten Fall (siehe Fig. 176) eine 
Kurve, wie sie in Fig. 179 dargestellt ist 
und welche cykloidische Sinoide genannt 
wird. Man ersetzt sie durch eine schwach 
gekrümmte Linie, wie Fig. 180 zeigt, worin 
beide Enddurchmesser = 0,7 (? angenommen 
sind, oder man macht den Endquerschnitt 
etwas grösser als dem einfachen Druck ent- 
sprechend und die Begrenzung geradlinig. 
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c). Geloste Aufgaben. 

Aufgabe 151. Eine 5 m hohe eichene 

Stütze von quadratischem Querschnitt hat 

eine Last von 200 Centner zu tragen; wie 

stark muss man diese Stütze nehmen, damit Auflösung. Wir haben es hier mit dem 

sie diese Last auf die Dauer mit Sicherheit zweiten Fall, siehe Fig. 176, zu thun und die 

tragen kann? Gleich. 2). in Erkl. 203 unserer Berechnung 

/c, 1 1 TT. 1 0AAAA 1 r-1 \ ZU Grunde zu legen. Nach derselben ist unter 

(Si = - = ^^-; E = 120000 kg pro Dem.) ^ ' 1 

Berücksichtigung des Sicherheitsfaktors — : 



Hilfarechnongen. 



1). . 
oder: 



2500000 



log a = 



^ (log 2500000 — log Ti') 



log 2500000 = 6,3979400 
— log TT« = - 0,9942998 



5,4036402 
1 

• 

4 



mithm: 1°«« = 1.3509100 

num-log a oder a = 22,43 cm. 



2). 



loga = -|- (log 10000 — log 15) 



log 10000 = 4,0000000 
— log 15 = - 1,1760913 

2,8239087" 
1 

• — ■ 

2 



mithin: 



a = 1,4139087 



num-log a oder a = 25,93 cm. 



4 



. . . . a = Y 



S) 
oder: 



20,8.250000 



71 



log a = — (log 20,8 + log 250000 — log tt^) 



log 20,8 = 1,3180633 
-flog 250000 = 5,3979400 



6,7160033 
— log TT^ = - 0,9942998 



5,7217035 
1 

• ■■ ■ 

£ 

mithin: log a =" 1,4304259 

num-log a oder a = 26,94 cm. 



P = 



n' 



Ea* 



12 nP 
und hieraus erhält man für die Quadratseite : 

4 



'\/l2Z»nP 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 



.=v 



120 . 10000 . 250000 



7r2 . 120000 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 
a = 22,43 cm. 

Verfährt man dagegen nach der angegebe- 
nen Regel der abnehmenden Festigkeiten 
und nimmt das eben gefundene Resultat zum 
Anhaltspunkt, wonach das Längenverhältnis 



l 500 ^ 

-d = W '^'' ''• 



500 
22l 



oder 4- = 22 
d 



ist, so trägt bei diesem Längenverhältnis 
nach der in Erkl. 207 gegebenen Tabelle 
[unter 24).] der Quadratcentimeter Eichen- 
holz sicher 15 kg, also muss danach: 

15 a^ = 10000 kg 

^= V-15" 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 
a == ca. 26 cm sein. 
Nehmen wir aber nach Bitters Angabe, 
wenn -^ = 20 beträgt, für n = 2,08, 
so ist: 

4 



« = V"- 



10 . 2,08 . 10000 . 250000 



TT* . 120000 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3).: 

a = ca. 27 cm. 
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Anfgabe 152. Eine scbmiedeeiserDe Stange 
von 2 m Länge und rechteckigem Quer- 
schnitt, dessen Seitenverhältnis 1 : 4 ist, 
steht mit ihrem unteren Ende frei auf (siehe 
Fig. 176) und ist in der Richtung ihrer 
Achse mit 3000 kg belastet. Wie sind die 
Abmessungen des Querschnitts zu wählen, 
wenn E = 2000000 und w = 10? 



Hilisrechnangen. 



1800 



') "-V'-§, 

logÄ = i (log 1800 — log TT«) 

^ log 1800 = 3,2552725 
— logTT^ = -0,9942998 



lOgÄ = 

mithin: 

num-log h oder h = 3,6749 



2,2609727 
1 



0,5652432 



2). 



=v 



3000 
136~ 



log Ä = 4- (log 3000 - log 336) 



log 3000 = 3,4771213 
— log 336 = - 2,5263393 



log h = 
mithin: 
num-log h oder h = 2,988 



0,9507820 
1 

• ■- - 

2^ 

0,4753910 



AullÖBnng. Nach Formel 2 in Antw. auf 
Frage 202 ist, unter Einsetzung des Sicher- 
heitsfaktors n: 

12 * n P 



P = 



oder da 5 : Ä = 4 : 1, also & = 4Ä ist: 

_ nl E4?i* 

12 * nP 

und hieraus ergibt sich für: 



h 









oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
geführt: 



= V- 



8000 . 40000 . 10 



71^ . 2000000 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnung: 

h = 3,7 cm 
h = 4 . 3,7 cm oder b = 14,8 cm. 

Nach Morim Tabelle, s. Erkl. 207, würde 
sich folgendes Resultat ergeben: 

Es ist, nach obigem Resultat, das Längen- 
verhältnis 



d 



200 
3,7 



oder 



d 



= 54 



und man darf sicher jedes Quadratcentimeter 
Querschnittsfläche mit 84kg belasten; somit 
erhält man, da der Inhalt der Querschnitts- 
fläche F = 4Ä.Ä = 4Ä^ beträgt, 

4 Ä^ 84 = 3000 
und hieraus: 



h 



-V 



3000 
4.84 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). : 
7* = 3 cm und 6 = 12 cm. 



Aufgabe 153. Welche Last kann eine 
4 m lange Säule aus Tannenholz bei 34 cm 

Durchmesser sicher tragen, wenn 10 fache Auflösung, a). Nach Gleichung 3). in 
Sicherheit und E = 120000 angenommen Erkl. 203 ist: 
wird. 



71' 



^ = -64- 



Ed* 



P 



a). ohne Rücksicht auf das Längenver- 
hältnis; 
b). mit Rücksicht auf das Längenver- oder die entsprechenden Zahlenwerte und 

hältnis; • -„ „ ^ 1 • * * 

a). nach Morin, ^^^ S, = - = y^^ eingesetzt: 
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ß), nach Bitter, 

y), nach Hodgkinson; 
c). nach der empirischen Formel von 
Grasshof, wenn der Festigkeitskoeffizient 
S = 500 kg pro Dem beträgt? 



oder: 



Hillsreohnimgen. 

1>- . . logP = log3 + 3.1og^^ + 
4 . log 84 — log 2560 

logn = 0,4971499 

. 8 log 84 = 1,5814789 
.ji^ 

6,1259156 



1,4914497 
0,4771218 
6,1259156 



log;r^ = 
+ log8 = 
+ log 84* = 

8,0944866 
-log2560 = -8,4082400 

logP= 4,6862466 

mithin: 
num-log P oder P = 48556 



2). 



87,5 . 17 . 17 . 8,14 



2625 
875 



2198 
814 



687,5 . 58,38 

51000 
18125 
18125 
81875 

33919,750 



P = 



P = 



ar3 . 120000 . 34* 
64 . 10 . 400 . 400 

8 n^ . 34* 
2560 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 
P = 48556 kg. 

b). Das Längenverhältnis 

l^ _ 
d " 



-jTT- oder -j- = ca. 12 
o4 a 



a). Nach Morin darf 1 Dem Querschnitts- 
fläche mit 37,5 kg belastet werden, also ist: 

4 

oder: 

P = 37,5 . 17 . 17 . 3,14 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2).: 

P = ca. 34000 kg. 

l 
ß). Nach BUter ist, wenn -j = ca. 10 

für n = 1,27, also anstatt S = -^ttt ist S^ 

11 

= — = Töir ztt setzen, und somit ist: 
n 12,7 ' 

TT» . 120000 . 84* 



oder: 



P = 



P == 



64 . 12,7 . 400 . 400 
8 n^ . 34* 



Höhe: 



3). 



log 3 n^ . 84* 
256 



= 5,6862466^'-?^?; 
-logl2,7 = i;i088037'''^^'^- 



256 . 12,7 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 3).: 
P = 38283 kg. 
y). Nach Hodgkinson ist bei lOfacher 

p = 48556 . 0,6 
oder: p ^ 29133,6 kg. 

c). Endlich soll noch untersucht werden, 
wie sich das Resultat unter der in Erkl. 206 
gegebenen Formel: 



log P = 4,5824429 
mithin: 
num-log P oder P = 38283 



K = w 



P..P, 



gestaltet, wenn n = 0,1 angenommen wird. 
Die Bruchkraft ftlr das Zerdrücken der 
Säule ist nach Formel 3 Seite 64: 



4). P = 



___ 84.84.8,14 



. 500 = 17.17 . 3,14.500 
289 . 1570 



oder: 



P = F« 



Pd = -^d^Tc.s 



2023 
1445 

289 

453780 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 



gesetzt: 



Pd = -r34^ 3,14. 500 
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5). . . log K = log 48556 + log 453730 — 
log (485560 + 453730) 

log 48556 = 4,6862429 
+ log 453730 = 5,6567975 



485560 
453730 

939290 



mithin: 

num-log E oder E = 23450 



10,3430404 
— log 939290 = -5,9727997 

log E = 4,3702407 



oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 4). : 

P^ = 453780 kg. 

Die Brachkraft für das Zerknicken der 
Säule ist 10 mal so gross als die unter a). 
ermittelte Tragkraft, also: 

P* = 485560 kg 

und demnach ist: 

485560 . 453730 
' 485560 + 453730 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnang 5).: 

E = 28450 kg. 



Aufgabe 154. Ein freistehender Pfeiler 
von starkem Eichenholz, dessen quadrati- 
scher Querschnitt 20 cm Eante hat, kann 
nach Morin welche Belastung sicher tragen, 

a). wenn seine Höhe 2 m beträgt? 

b). wenn seine Höhe 5 m beträgt? 



Erkl. 211. Wenn die Biegung durch seit- 
liche Stützen verhindert ist, so kann derselbe 
Pfeiler bei beliebiger Höhe mit 12000 kg be- 
lastet werden. 



Aoflösang. a). Es ist im vorliegenden 

d 20 

Die Belastung darf also nach Morins Ta- 
belle pro D cm 80 kg betragen, und da die 
Querschnittsfläche 20 . 20 = 400 Dem gross 
ist, so ist die zulässige Belastung 

- P = 400 . 30 = 12000 kg. 



b). Ist dagegen 

l^ __ 500 
d ~^ 20 



= 25 



so darf nach derselben Tabelle die Belastung 
pro Dem nur 15 kg, also im Ganzen 

P = 400 . 15 = 6000 kg 
betragen. 



Aufgabe 155. a). Eine Mauer von 25 cm 
Dicke, aus sehr guten Backsteinen ausge- 
führt, kann bei 3 m Höhe auf jeden Meter 
Länge welche Belastung mit Sicherheit tragen ? 

b). Welche Dicke muss die Mauer bei 
7,5 m Höhe erhalten, wenn sie dieselbe 
Festigkeit besitzen soll, d. h. wenn sie die- 
selbe Belastung mit gleicher Sicherheit tra- 
gen soll? 



Erkl. 212. Die Höhe einer Mauer soll im 
allgemeinen niemals die 12 fache Dicke derselben 
erreichen. Da bei den Mauern unserer Gebäude 
die unteren Teile das Gewicht der oberen zu 
tragen haben, die Belastung folglich nach oben 
mehr und mehr abnimmt, so pflegt man von der 
Mauerdicke in jedem folgenden Stockwerke etwas 
abzusetzen. Begreiflich darf dies nur in einer 



AnllÖBung. a). Auf 25 cm Dicke beträgt 
die Querschnittsfläche pro 1 Meter Länge: 

25 . 100 = 2500 D cm 

und nach Erkl. 207 kann für den Fall, dass 

die Höhe das -^r- = 12 fache der Dicke 

nicht übersteigt, pro Dem Querschnitts- 
fläche eine Belastung von 12 kg, also auf 
den Meter Länge 

P = 25 . 100 . 12 = 30000 kg 
gerechnet werden. 

750 
b). Ist aber die Höhe -sr" = 30mal so 

gross als die Dicke, so beträgt die Festig- 
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Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 



Lu:nii 



jc- 



.^ imiffiBEiiBSBjsaSIBSSSiSBKUUnBiiStmj 

.^_ TT f»ic I Prei^ \ I Elasticitäts- und Festigkeits- 
452. HeifeoV pdel^cÄes) lehre. 

* rlBÄsj!*^ ■ ^^^^^' ^- ^®^* ^^^- " ^®^*® 273-288. 

Z. J ]J H^y^^^* S ^** ^ Figuren. 




Vollständig gelöste 




f.. I 



i]:rV 



Aufgaben - Sammlung 



— nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht ~ 

mit 

in^lM nnd Entilcklnng der benabten Sätze, Formeln, Regeln, in Fragen nnd Antworten 

erl&atert durch 

viele Holzsclmitte & lithograph. Tafeln, 

auB allen Zweigen 

der Beehenlninst) der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen u. sphärischen 
Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) n. höheren Mathematik (höhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Bechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Baumes etc.); — 
ans allen Zweigen der Fhysilc, Mechanik. Graphostatik, Chemie, Geodfisie, Nautik, 
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brfieken- n. Hoehban's; der Konstmktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- n. 

Parallel-PerspektiTe, Sehattenkonstmktionen etc. etc. 

fOr 

SchtQer, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig riclitigen und erfolgreiclien 

Studium, zor Forthülfe bei Schnlarbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr« Adolpb Kleyer^ 

MathematikeT, veTeideter kOnigl. preuii. Feldmesser, vereideter grossh. hessischer Oeometer I. Klasse 

in Frankfurt a. IL 
unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 

Elasticitäts- und Festigkeitslehre 

oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
von R. Klimpert, Seminarlehrer u. Physiker In Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 445. — Seite 273—288. Mit 2 Figuren. 

Inhalt: 

Gelöste und ungelöste Aufgaben über die Zerknickungsfestigkeit. — Vollständiges Formelnverzeichnis. 

Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maier. 

Das vollständipe ' chnis der bis jetzt erschienenen Hefte Icann 

indiung bezogen werden. 



,» 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1 881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Anfgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math« Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- und Hochbanes, des konstroktifen Zeichnens etc. etc. und zwar in ToUständig 
gelöster Form, mit rielen Figuren, Erklär angen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und U. Ordn., gleich- 
berechtigten höheren Biirgerscholon, Privatschalen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnäsien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, tcchn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forst wissenschaftsschnlen. 
Militärschulen, Torbereitungs- Anstalten aller Arten als z. 6. für das Einjährig -Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in^allen Bernfs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Kedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Verlagshandlung* 
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logD* = log 960 + log 6650 + log 2704 — D = ca. 16 cm 

(log 7^3 4- log 8704) j j . Tx ,_ 

' und der innere Darchmesser: 

log TT =0,4971499 

.3 d = 0,6.16 

log7r3 = 1,4914497 log960 = 2,9822712 oder: 
+log8704 = 39397189 +log6650 = 3,8228216 (? = 9,6 cm. 

' 10,2370995 

— 5,4311686 

logD* = 4,8059309 



mithin: log D = 1,2014827 

nnm-log D oder D = 15,9 



Aufgabe 158. a). Wie gross ist im allge- 
meinen der Durchmesser einer Kolben- 
stange zu nehmen, auf deren Kolben ein 
Druck Ton P kg lastet und deren Länge l 
ist, wenn n den Sicherheitsfaktor bedeutet? Anilösung. a). Wegen der Befestigung 

b). Wie gross ist der Durchmesser, wenn der Stange im Kolben und Führung der- 
man für'kleine und mittlere Kolbengeschwin- selben in der Stopfbüchse des Gylinder- 
digkeiten n = 25 bis 30 setzen kann? deckeis kann das eine Ende der Stange 

c). Wie gross ist der Durchmesser, wenn als fest eingeklemmt angesehen werden und 
der Druck auf den Kolben 8000 kg und die es ist entsprechend dem vierten Fall der 
Länge der Kol]t)enstange 1,8 m beträgt? Knickungsfestigkeit nach Gleichung 3). in 

(E = 2000000 kg pro Dem.) Erkl. 205 : t^s e d* 

Hillsrechnungen. ^ = l2-^ 

* und hieraus ergibt sich für den Durchmesser: 

!)• ^°gV .».2000000 = 1 (lo«32-(3.1og.+ . /32P^ 

log 2000000)) d= y ^,^ 

log 31 = 0,4971499 oder: ^ 

log^» = 1,4914497 c? = y -V^PnZ» 

-f log 2000000 = 6,3010300 "^ ' ^"""""" 

7,7924797 oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1).: 

+8 —8 4 

log 32 = 1,5051500 d = 0,0268 V? n P 

-7,7924797 ^ 

1,7126703-8 l>)» Setzen wir in diese Formel für n = 

i^ 25, so ist: 

4 ' 4 4 4 

mithin: log V = 0,4281676-2 d = 0,0268 V^25 . V^P P 

numlog = 0,0268 oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 2). ; 

4_ 4 

2). 0,0268 V^25 = log 0,0268 + i- log 25 d = 0,06 yP P 

log 25 = 1.3979400 c). Setzen wir aber für P = 8000 und 

i^ n = 1802 = 32400 ein, so ist; 

+ log 0,0268 = 0%l8m6V2 ^ = ^^^^ V8ÖÖ024W 

-ajithm: 0,7776526—2 ^^^^ ^^^^ nebenstehender Hilfsrechnung 3). 

num-log = 0,0599 d = 7fi cm. 

Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. ]^3 
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3). 



log d = log 0,006 + -^ (log 8000 + 
log 32400) 



log 8000 
+ log 32400 



3,9030900 
4,5105450 

8,4136350 
1 



2,1034088 
0,7776526-2 



+ log 0,06 = 

mithin: log d = 0,8810614 

num-log d oder d = 7,604 



Aufgabe 159. a). Welche Wandstärke 
erhalten die 26 cm im Darchmesser hal- 
tenden 5 m hohen gnsseisernen Säalen, welche 
zum Tragen der Decken eines Fabrikge- 
bäudes bestimmt sind? Der Abstand je 
zweier Säalen in der Längsrichtung des 
Gebäudes sei 4 m, nach der Tiefe dagegen 
7,5 m und die Belastung betrage, das Ge- 
wicht der Säulen mit eingerechnet, 3000 kg 
pro Dem. 

(E sei 1000000 und n = 20.) 

b). Welchen Durchmesser müssen massive 
Säulen aus demselben Material erhalten, 
wenn sie dieselbe Tragkraft besitzen sollen ? 

c). Welche Materialersparnis ergibt sich 
hieraus sowohl in Prozenten als in kg, wenn 
das spezif. Gewicht = 7,2 ist? 



Hillsrecbnnngen. 

4 



AnilÖBung. a). Die Wandstärke einer 
hohlen Säule erhält man, indem man den 
kleineren von dem grösseren Durchmesser 
subtrahiert und den Best halbiert; nennen 
wir die unbekannte Wandstärke x, so ist: 

D — d 

und da uns d unbekannt ist, so können wir 
daftlr D — 2x in die hier zu benutzende 
Gleichung 4). in Erkl. 205 einführen und so 
erhalten wir statt 

_ 7r^E(D* — d *) 
da D4 — d4 = D4 -. (D — 2xy ist. 



1). ,, = l[^26-\/26*-i^ 



90000 . 5 



TT« 






P = 



7i3 E [D* — (D — 2 rc)*] 



16 nP 

und hieraus ergibt sich für die Unbekannte: 



26.26 . 26 . 26 

156 ~ 

52 



X 



676 . 676 

4056 
4732 
4056 

456976 

4 



= ^["-V^-^J^] 



X 



-ib^-Y 



456976 



72000001 



31 



■J 



7200000 : 31 = 232258 
62 

100 

70 

~m_ 

180 

250 

248 



oder die entsprechenden Zahlenwerte ein- 
gesetzt: 

4 

1 fo^ \/o^i 16.90000. 20. 250000 "l 

^=yL ^- V 26* ^^TTöööööö J 

oder nach nebenstehender Hilfsrechnung 1). : 
a; = 2 cm Wandstärke. 

b). Sollten anstatt hohler, massive Säulen 
angewendet werden, so müsste nach For- 
mel 3 in Erkl. 205: 

3 Ed^ 



P = 



71- 

4 



nP 



\/l6PwZ2 



Ungelöste Aufgaben über die Zerknickungsfestigkeit. 
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4 ■_ 

aj = i- [26 — V456976 — 232258 ] 

4 

aj = y [26 — V2247I8"] 
X = -^ [26—21,77] 



a; = -2--4,2 = 2,l 



log 224718 = 5,3516224 

+ 154 



5,3516378 
1 

4 



1,3379095 
num-log = 21,77 



2). d 
oder: 



4 4 

__ A/ 16.90000. 5 _ \/ 



7200000 



31 



d = V 232258 (siehe Hilfsrechn. 1) 



log 232258 = 5,3659557 

+ 150 



5,3659707 

1 

•7 



mithin: log d = 1,3414927 

num-log d = 21,95 



3). 26.26; 22.22 



71 



= 676 =484 Fl == — . 192 = TT . 48 



— 484 



192 



4). 



22 . 22 . 3,14 



48 . 3,14 

2512 
1256 

150,72 

= 11.11 . 3,14 

121 . 3,14 

314 
628 
314 



5). 



229 . 500 . 7,2 

= 114500 . 7 ,2 

2290 
8015 



379,94 



824400 g oder 824,4 kg. 



genommen werden. Hieraus ergibt sich: 

4 

d 



= V- 



90000 . 20 . 250000 



31 . 1000000 
oder nach nebenstehender Hilfsrechnang2).: 

e? = 22 cm. 

c). Die Querschnittsfläche der hohlen 
Säule ist: 



oder: 



oder: 



Ft = f (D' - d') 
F, = -J . (26^ — 22^) 



F^ = 151 D cm (8. Hilfarechn. 3.) 

Die Querschnittsfläche der massiven Säule 
ist: 

d'. TT 



oder: 
oder: 



F2 = 



F = 



22.22.3,14 



Fj = 380 Q cm (s. HUfsrechn. 4). 

Somit ist die Querschnittsfläche der mas- 
siven Säule um 380 — 151 = 229 Dem 
grösser als die Querschnittsfläche der hohlen 
Säule, oder ca. 3/5 oder GOo/q des grösseren 
Wertes. Die Materialersparnis nach Ge- 
wicht beträgt aber 

229.500.7,2 == 824 kg (s.mifsrechn.s). 



d). Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 160. Ein 4,2 m hoher Pfeiler oder Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
Pfosten aus gutem Eichenholz soll auf die Dauer gelösten Aufgabe 151. 
30000 kg sicher tragen; wie gross muss eine 
Seite des quadratischen Querschnitts genommen 

werden ? (e = 120000 kg pro □ cm ; Si = — = — j 
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Anigabe 161. Wie gross sind die Quer- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
schnittsdimensionen einer 5 m langen Flach- gelösten Aufgabe 152. 
eisenschiene, welche nach Art der Fig. 176 be- 
ansprucht ist und eine Last yon 20 Ztr. oder 
1000 kg mit fünffacher Sicherheit tragen soU, 
wenn das Verhältnis der beiden Seiten des recht- 
eckigen Querschnitts 1 : 5 angenommen wird? 

(E = 2000000.) 

Aufgabe 162. Wie gross ist die Tragfähig- Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
keit einer 5 m langen Säule aus Tannenholz bei gelösten Aufgabe 153. 
26 cm Durchmesser, wenn 10 fache Sicherheit 
und E = 11 0000 angenommen wird 

a). ohne Rücksicht auf das Längenverhältnis, 

b). mit r, n n rt 

o). nach Morin, 
ß), nach Ritter, 
c). nach der empirischen Formel Ton Grass- 
hof, wenn der Festigkeitskoeffizient s = 480 kg 
pro G<5™ beträgt? 

Aufgabe 163. Ein freistehender Pfeiler von Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
starkem Eichenholz, dessen quadratischer Quer- gelösten Aufgabe 154. 
schnitt 35 cm Kante hat, kann nach Morin 
welche Belastung sicher tragen wenn seine Höhe 
a). 12,5, b). 8 m beträgt? ^ 

Aufgabe 164. a). Eine Mauer von 36 cm Dicke Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
aus gewöhnlichem Kalkstein ausgeführt kann gelösten Aufgabe 155, 
bei 6% m Höhe auf jeden Meter Länge welche 
Belastung mit Sicherheit tragen? 

b). Welche Dicke muss die Mauer bei 10 m 
Höhe erhalten, wenn sie dieselbe Festigkeit be- 
sitzen soll? 

Aufgabe 165. In der 4 m langen Strebe Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
eines Krahnens wirkt ein Druck von 8000 kg. gelösten Aufgabe 157. 
Das Material soll Kanonenmetall und der Quer- 
schnitt kreisringförmig sein und zwar betrage 
der innere Durchmesser ^/^ des äusseren Durch- 
messers. Wie gross ist jeder Durchmesser? 

(E = 700000 und n = 15.) 

Aufgabe 166. Es ist der Durchmesser einer Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
1,6 m langen schmiedeeisernen Kolbenstange gelösten Aufgabe 158. 
Yon einer Lokomotive zu bestimmen. Der Durch- 
messer des Dampfkolbens sei 36 cm und der 
Ueberdruck pro Qcm = 5 kg. 

(E = 2000000, n = 25.) 

Aufgabe 167. a). Welche Wandstärke muss Andeutung. Die Auflösung erfolgt analog der 
eine 4 m hohe Säule aus Gusseisen erhalten, gelösten Aufgabe 159. 
wenn dieselbe 15000 kg tragen soll und einen 
äusseren Durchmesser von 14 cm hat, wenn 
E = 1000000 und n = 15? 

b). Welchen Durchmesser muss eine massive 
Säule aus demselben Material erhalten, wenn sie 
dieselbe Last mit gleicher Sicherheit tragen soll ? 

c). Welche Materialersparnis ergibt sich hier- 
aus sowohl in Prozenten als im Gewicht, wenn 
das spez. Gew. = 7,4 ist? 



Zusammenstellung der in diesem Buch voricommenden 

Formeln. 



1. Formeln ffir absolute Elasticität und Festisrl^eit« 
a). Für Elastioität. 



1). Verlängerung iL = « 



PL 



2). 



oder X = 



PL 
FF 



siehe Antw. auf Frage 22 



b). Für absolute Festigkeit ohne Rücksiolit auf das 
Eigengewicht der Körper. 

3) Festigkeit, absolute: P = F« 



,L bedeutet die Stablänge. 

P ist die Belastang des Stabes. 
;>l die hierdurch erzeugte Ter- 
Iftngemng. 

£ ist der Dehnungsquotient. 

E = — d. Elasticitätsmodulus u. 

£ 
F der Querschnitt des Stabes. 



4). 
5). 



8 



n 



m 



8 = 



=V- 



6). Querschnitt, ein Kreis: ö, 

7). „ ein Quadrat: « = y y 

P 

8). 



P 

8 



ein Rechteck: 6 = -^r oder Ä = — ^ 

8h 8}> , 



. siehe 
Antwort 

auf 
Frage 26 



t ist der Festigkeitskoeffizient. 

F die Querschnittsflftche. 

F ist die Orösse der von aussen 
. auf den Körper einwirkenden 
'^ Kraft (Belastung). 

d ist der Kreisdurchmesser. 

a ist die Quadratseite. 

bxLh sind die Seiten d. Bechtecks. 



siehe Erkl. 88 



9). Tragfähigkeit: P = FS 

p 
10). Querschnittsfläche: ^ = 's" 

p 

11). Sicherheitskoeffizient: S = ^ 



c). Für absolute Festigkeit mit Rücksicht auf das 
Eigengewicht der Körper. 

12). (P -f- G) = F S siehe Antw. auf Frage 88 

13). Tragfähigkeit: P = F(5— Zy) 

P_ 

siehe Antw. auf Frage 84 



|P bedeutet die Tragfähigkeit od. 

Belastung. 
|F bedeutet d. Qaerschnittsfläche. 
IS „ d. Sicherheitskoeffizient. 



14). Querschnitt: 



F = 



8 — ly 
P 



15). Festigkeitskoeffizient: s = n^- 4- ?y 

Jb 

16). P = Fs— GoZ siehe Erkl. 41 

17)- F(,)=(^)-e('^" 

oder: 
18). log F(,) = log (-^) + 0,43429 (-j) 



l 



siehe Antw. auf 
Frage 85 



X 



V bedeutet die Belastung des pris- 
matischen Stabes. 

G bedeutet das Eigengewicht des 
Stabes. 

I F bedeutet die Querschnittsfläche 
des Stabes. 

s ist der Festigkeitskoefflzient. 

l „ die Stabl&nge. 

y „ das spez. Gewicht d. Stabes. 

G^ ist das absolute Gewicht pro 

laufende Längeneinheit des 
Stabes. 

|F^ ist der Querschnitt in irgend 

einem Abstand g vom unteren 
freien Stabende an gerechnet. 
e = 2,7182818 ist die Basis der 
natürlichen Logarithmen. 
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19). Fn 
20). F„ 



P« 



n— 1 



P / S \n 

— I z— I wenn ?, 

s \8 — ly/ ^ 



= u 



l^ etc 



■) 



siehe Erkl. 43 



\ ■'^(n) ^«deutet die Quenchnitts- 
1 fläche für den n*®** Stab. 
li Zo... l^ sind die Längen der 
einzelnen Stabstücke. 



d). Für die Arbeits- oder Wirkungsgrösse. 

resp. ^ 



22)- W=|(f).v) 



siehe Antw. auf Frage 36 



IV „ dai 



ist der Festigkeitskoeffizient. 
S „ „ Sicherheitskoeffizient, 
Elasticitätsmodulus. 
das Volumen des Stabes. 



e). Für die Verlängenmg mit Berücksichtigung des Eigen- 
gewichts des Körpers. 

jl bedeutet die Verlängerung, 



23). X = 



l 



FE 



(^+i«) 



siehe Auflös. d. Aufg. 16 c. 



( 

\ 8( 

f " 



l die Stablänge, F die Quer- 

Bchnittsfläche, E den Elastici- 

tätsmodnl, F die Belastung u. 

das Eigengew. des Körpers. 



n. Für rückwirkende Elasticität und Festigkeit gelten dieselben Formeln, welche unter I). 
für absolute Elasticität und Festigkeit zusammengesetzt sind. 

in. Formeln für die Elasticität nnd Festigkeit gegen Abscheren. 



24). P 
25). F 



= F« 



8 



-V 



4P 
n 8 



26). d 

27). h = ~ oder h = 

811 



siehe Antw. auf Frage 46 



P ist die wirkende Kraft, F die 
Querschnittsfläche, g die Span- 
nung pro Flächeneinheit des 
Querschnitts, d ist der Durch- 
messer des kreisförmigen Quer- 
schnitts, b und h sind die Seiten 
des rechteckigen Querschnitts. 



sh 



IT. Formeln für die relative Biegangselasticitftt nnd -Festigkeit. 



28). . = -^/ 



29). sf= S.^f 



siehe Antw. auf Frage 52 



siehe Antw. auf Frage 58 







siehe Erkl. 64 



30). ^(4-yr) = 

31). ^{yf) = 

32). s(s^f) =Tx 

33). -Y-^(fy'^) = "P X ) siehe Antw. auf Frage 54 

34). AT = Pa;= QS 

35). S = -^ siehe Erkl. 68 

g 

36). -Y-T = P2 siehe Antw. auf Frage 55 



t bedeutet die Spannung pro 
QJmm des Querschnitts im Ab- 
stand p von d. neutralen Achse. 

S bedeutet die grösste Spannung 
pro Qmm des Querschnitts 
für die im Abstand Y von der 
neutralen Achse befindliche 
äusserste Faserschicht. 

/ bezeichnet den Inhalt der Quer- 
schnittsfläche. 

^ ist das Summationszeichen. 

P ist die am Hebelarm x wirkende 
Last. 

T = 2" (/y2) bedeutet das Träg- 
heitsmoment der Querschnitts- 
fiäche. 

l bezeichnet die Balkenlänge. 
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37). Q 
38). PZ 
39). P 



40). X 



Y 
QS 

QS 

l 



^ fjyi + hy^ + '-fnyn 



41). T, = 



3 



siehe Erkl. 69 



siehe Antw. anf Fmge 57 



Q = 



T 



ist das Widerstandsmo- 



siehe Antw. auf Frage 58 



ment oder der Querschnitts- 
modulns. 
P bedeutet die grösste zulässige 
Belastung, sobald in Formel 88 
resp. 39 für 8 der Sicherheits- 
koeffizient des betreffenden 
Materials eingesetzt wird. 

X bedeutet den Abstand der neu- 
tralen Achse von einer beliebig 
angenommenen Geraden, /i, 
ff" fn ^^^^ ^* einzelnen Teile 
d. Querschnittsfläche, y^, yj... 
y^ die Abstände ihrer Schwer- 
punkte Yon der beliebig an- 
genommenen Geraden. 

/ T|^ bedeutet das Trägheitsmoment 
) eines Bechtecks von der Breite 
i b und der Höhe h, in Bezug auf 
( die Seite b des Rechtecks. 



T« Formeln für Ti^heitsmomente^ Querschnittsmodali und Tragfähigkeiten der am 
meisten Torkommenden Qnerschnittsformen : 



siehe 
Fig. 51. 



siehe 
Fig. 52. 




1 6Ä»« 



45). T 
46). Q 
47). P 



6 


• / 


1 
12 


a* 


1 
6 


a3 


1 


a^s 



siehe Antw. auf Frage 59 



siehe Antw. auf Frage 61 



siehe 
Fig. 53. 



siehe 
Fig. 54. 



siehe 
Fig. 55. 



•=^ rr:z a 



48). T 
49). Q 

50). P = 4- 



a' 




12 
1 

6 ' V2" 
1 a^s 

Ä («* - «^*) 

1 (QS — a^^>i 
6 



oder Q = 0,118 a^ 
oder P = 0,118 



a^s 



a 



er 



a 



54). T = ^ (a* ~ a,*) 
55). Q = 



12 

1 (a* - ai*) 



^^)- ^ = 61 



6 aY2 
s (a* — at*) 



aY2 



siehe Antw. auf Frage 62 



siehe Antw. auf Frage 63 
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siehe 
Fig. 56. 



siehe 
Fig. 67. 



siehe Erkl. 75 



siehe 
Fig. 58 u. 59. 



/ 

\ 



67). T! = ~{bn^-l>thi*) 

68). Q r=-g- j^ 

69). P --g- ^j 

00). T=^6(Ä.-\») 

61). Q = -L6.i'^'--Vi 
6,.P = |6.1^-i--p 

68). T = J^(BH3-6h») 

64). Q=r-LrBH« — ^n ^ siehe Antw. aaf Frage 64 

65). P = 4..A[bH.-»^]^ 



siehe 
Fig. 60. 



/ 

\ 



66). T = :l[B(H«-fcO + K^^-V)] 



« 



^^)- ^ = ^^y[B(H^-M)+5(fe3-Ä,3)J 



siehe 
Fig. 61 u. 62, 



siehe 
Fig. 6S. 



«iehe 
Fig. 64. 



siehe 
Fig. 65 u. 66. 



\ 

i 

s 

i 

\ 

i 

i 



69). T =: ^({,H» + (B-l.)fc») 
70). Q = ^^g-(lHs + (B-l.)Ä=) 

72). T = ^[h*Jf-\(R^-r^) + \^(R-l,)] 

78). Q= g^jj [h*-rfc,(H'-Ä') + \ä{H-Ä)] 

74). P = ^^j [h*-r\ (H5-7)=) + fe^H'H- 70] 

75). T = ^[B\^^\(h^-\^) + l(W'-}n] 

76). Q = ^^ [Bh^'^-^h,(h^-h,^)-rl(E^-hi)] 

77). P = g*^ [B7,,3_6^(,,= _,,^33^j(H3-7i3)1 

"Wenn der Abstand der nentraleii Achse von der 
Kante a b : 



> 



siehe Autw. auf 
Frage 64 



78). (i\ = 






B 7i -r- 2^ H 
beträfrt, dann ist: 

70). T = ^ [Ba',^-r5:>^."— CB^fc)(Xi — ?0'] 



\ 



«iehe Antw. auf 
Frage 65 
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siehe 
Fig. 65 u. 66. 



siehe 
Fig. 67. 



siehe 
Fig. 68. 



siehe 
Fig. 69. 



siehe 
Fig. 70. 



siehe 
Fig. 71. 



Fttr einen Bai 

ken mit regel 

massig polygo 

nalem Quer 

schnitt 



80). Qi = -^ und Q, = -^ 

und P, = — r 



x^ 
Ts 



Ist die neutrale Achse nach Formel 40 berechnet, sind 
also die Abstände a;«, X2, x^ und x^ bekannt, dann ist: 

82). T = y [Brc^^ — 62rc33 + &a;j3 — 5,a;^s] 






siehe Antw. auf 
Frage 65 



83). Qi = 
84). P, = 



Tg 
x^l 



und Q, = 



und Po = 



X2 
Ts 

Xn V 



85). T=-g^6Ä3 

86). Qi= ^5Ä» und Q^ 



87). P, = 



121 



und P. 



24 Z 



siehe Antw. auf Frage 66 



Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Grundlinie a a : 



88). T = ^6Ä3 

Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Spitze b: 
89). T = ^ 5 A3 

90) T = %5&*V3 
91). Q = %&^ 

92). P = Vs-^ 

93). T = 5/jg 54 yw 

94). Q = Vi6 &' V^ 

s &3 Ys 



siehe Erkl. 78 



95). P = %^ 



l 



siehe Antw. auf Frage 67 



96). T = |-(fc»+^) 
97). T = Z(!l+l^l 



siehe Antw. auf Frage 68 






siehe Antw. auf Frage 69 



< 



Für den regel- 
mässig achtsei- 
tigen Quer- 
schnitt ist 



100). Qi = 0,638 r3 

101). Q2 = 0,691 r3 

102). Tp = ZrV 

103). Tp = 2 T 



siehe Erkl. 85 



siehe Antw. auf Frage 70 



/ Qi bedeutet das Widerstandsmo- 
ment fttr den Fall, dass die 
neutrale Achse durch eine 
Ecke geht. 

Qz bedeutet das "Widerstandsmo- 
ment für den Fall, dass die 
neutrale Achse durch die Mitte 
einer Seite geht. 

r ist der Halbmesser des um- 
beschriebenen, h ist der Halb- 
messer des einbeschriebenen 
Kreises. 

F bezeichnet den Flächeninhalt 
des Querschnitts. 

T bedeutet das polare Trägheits- 
moment des Flächenelements 
/, dessen Abstand Tom Schwer- 
punkt = r. 
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siehe 
Fig. 75. 



siehe 
Fig. 76. 



' 104). T 

105). Q 

106). Tp 

107). Qp 

108). P 



= 64^*- 
= 82^'^ 



= -^r*7r 



2"r 



> 



o 



siehe Antw. auf Frage 71 



Für den Halhkreis mit wagerechtem Durchmesser: 
109). T = 0,00685 d* 

110). Qi = 0,0239 d^ 

111). Q2 = 0,0323 d» 

Für den Halbkreis mit senkrechtem Durchmesser : 
112). T = 0,0245 d* 
113). Q = 0,049^5 



siehe Antw. auf 
Frage 72 



siehe 
Fig. 77. 



siehe 
Fig. 78. 



siehe 
Fig. 80. 



114). T = 



-^;r(D*-d*) 



115). Q 
116). P 



_ V32 TT (D* - d*) 



D 

S7t_ ^ 

'32Z * 



d') 



D 



^ 117). Ti = ^Aa^TT 
oder: 
118). T^=^AUn 



\ 



119). Q, = -^ A a' TT 

oder: 
120). Q, = ^ a A' w 

oder: 
122). Pj = 



"~32T ~ 



siehe Antw. auf Frage 73 



^ siehe Antw. auf Frage 75 



NB. Tt, Qt und P^ gilt fOr den Fall, dass die kleine Achse 
a senkrecht steht. T,, Q, und P^ gilt fflr den Fall, 
dass die grosse Achse A senkrecht steht. 



123). T = 



124). Q 
125). P 



— 7r(aA3 — aiAi») 

1 (aA^-fl,A ,3) 
32^ Ä 



siehe Antw. auf Frage 76 



_ 8 TT (aA' — cfiAi*) 
~ ^27 Ä 
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126) T = -^ri^ + (Ä_d)6' + 6(Ä»-d»)j 

f" 81 \ ^^''^" ^ ^ Th [^~ + {h — d)b»+b (Ä' — Ää) I V siehe Antw. auf Frage 77 
128). P = 6^7 [-5^ + (fc_d) 6» + 6 (A3 _ d»)] 

129). T = ^{^^+(Ä-d)63 + 2c(6i'-6')+6(A'-d')-t- 

' lo (bj— 6)[6c&» — 12c'Ä + 8c»] ' ®^®''® 

ÖS 1 Frage 78 

131). P = -^ 

VI. Formeln zur Bestimmnng der Krümmung und Senkung der elastischen Linie. 

E T 

132). R = -=:r — Biehe Ajitw. auf Frage 80 / 

' Pa; / 

1 p ^ I B bedeutet den Ki ümmungshalb- 

133). V = — •-T^7irf3/- — a;'") . . . . siehe Antw. auf Frage 82 I messer, B ist der Elaeticitats- 

''^ 6ET^ '^ J ' ' l »odulus, T ist das Trftgheits- 

I moment, P bedeutet die Last, 

-Q^. lPl'\ Ix bedeutet einen beliebigen 

lo4j. S — -Q- • "Tj«"7rr i 1 Hebelarm der Last. 

> siehe Antw. auf Frage 84 fy ^ödö^tf* !*i« Ordinate irgend 

4 P Z' i ~ I ^*^^' Punktes der elastischen 

135). 8 = 1 / I*lDie und x dessen Absoisse. 

^' Ftbh^ / j l bedeutet die Balkenlftnge , b 

( und h die Breite und Höhe. 

lQß\ 1? lPt*\ \* bed. den Pfeil der Biegung. 

loOj. Jli — ~3~ * "ä~T~ f ijSbeseichnet den Neigungswinkel 

> siehe Antw. auf Frage 85 | der elastischen Linie am freien 

3E«Tk I Ende des Balkens. 

lö/). P — Tj 1 f 0) bezeichnet den sehr kleinen 

■ Winkel, um welchen der Bal- 

P 2^ y i ken an der Befestigungsstelle 

138). yj nr w -| ^T-Tm" i | von der horiaontalen Lage nach 

2ET f .,. » „ I unten hin abweicht. 

> .... siehe Antw. auf Frage 86 1 

1 P 73 I \ 

139). s = Z w i- y. ^Y ) \ 

YIL Formeln zur Berechnung der Dimensionen ^ Tragkräfte und der grössten Durch- 
biegungen fQr die am meisten yorkommenden Lagerungen« 

a). Der Stab ist mit einem Ende befestigt und am 

andern Ende belastet: ^max bedeutet das Maximalmo- 

1 4rk\ AT D 7 1 i ment an der Befestigungsstelle, 

14U;. M^j^^ = l*^ J I P ist die Last, l die Balken- 

> siehe Antw. auf Frage 89 / länge, Q ist der Querschnitts- 

141)PZ-=QSi J modulus oder das Widerstands- 

'* ^ 1 moment und S der Sicherheits- 

* koeffizient. 

ß). Der Stab ist mit einem Ende befestigt und die 
Last gleichmässig verteilt: 

142). PZ= 2QS ) 

t -L-Ltci \ /^ bedeutet die Last, l die Balken- 

■i>io\ T» 1 ^"'^t'ox.4,^\i • • "obe Antw. auf Frage 90 / länge, Q ist das "Widerstands- 

14Ö). if = Y = — (IteCÜteCif) ) l moment, S ist der Sicherheits- 

I koeffizient, b und h sind Breite 

^ AA\ T ^^ r 1 ■d\ rk c V 1 "^^^ Höhe des rechteckigen 

''^^h * V 2" "^ / ~ ^ ) / Querschnitts , G bedeutet das 

1 f . \ Eigengewicht des Balkens, 

2 6 Ä' S i > . . . . siehe Erkl. 104 i j-p ^ bedeutet die Summe meh- 

145). P = j ^G J I rerer Einiellasten Pi P2...P^ 

I in den Entfernungen ai a^ • . . a,j 
146). -i-GZ + .rPa=QS siehe Erkl. 105 \ von der Befestigungsstelle. 
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Krümmung und Senkung der elastischen Linie: 
148). s = ^4- *'* 



siehe Antwort 
»nf Frage 91 



SET ' SET 

8ET / 



150). 8 r= Ifo^ 



siehe Erkl. 107 



151). /J = a, +-^11-+ ^^' 
' ^ ^ 6ET ^ 

152). , = Za, + ^?L + 



2ET 

P?3 



SET ^ 3ET 



\ 
y 



siehe Erkl. 108 



px 



154). 8 = ^^* 
155). y = 



SET 
1 PZ^a; 



24 ET 



156). s = J-^ 
' S ET 



(•-*) 



siehe Erkl. 109 



y bezeichnet die Ordinate irgend 
eines beliebigen Punktes der 
elastischen Linie und x dessen 
Abscisse. P bedeutet die am 
freien Ende wirkende Last, 
E ist der Elasticitätsmodulus, 
T ist das Trägheitsmoment, 
p ist der auf die Längeneinheit 
des Stabes wirkende Teil der 
gleichmässig verbreiteten Last, 
so dass event. p 2 = P gesetit 
werden kann, l bezeichnet die 
Stablänge, « bedeutet d. grOsste 
Senkung oder den Pfeil der 
Biegung, ß bezeichnet den 
Neigungswinkel am f reienStab- 
ende, (o ist der Winkel, um 
den der Balken schräg gegen 
den Horizont eingespannt ist* 



y). Der Stab ist in zwei Punkten gestützt und in einem 
dritten Punkt zwischen jenen belastet: 

l l 

157). P -yi- = Q S siehe Antw. auf Frage 92 

IKQX p l&Ä'S l 

iOöj. f _. ^— . -_ Biehe ErkL 110 . p bezeichnet die in einem Punkt 

* . I wirkende Last, l^ und l^ die 

159). PZ=4QS siehe Antw. auf Frage 93 I "sp- Abgtände des Angriffs- 

° I Punktes der Last von den beiden 

2 6Ä'S I Stützpunkten; i ist die Stab- 

160). P = -^ giehe Erkl. 110 / l^^^ge, Q ist der Querschnitts- 

6 1 / modulus, S der Sicherheits- 

^ V ko effizient, b und h die Breite 

1ß1^■p_l_r' f\Q. ^ \ \ ^^^ Höhe des rechteckigen 

iDi;. r-^—Kj — i^öy-y-f I Querschnitts. G ist das Eigen- 

.^o')- • • • »iehe Antw. auf Frage 94 I «ewi^ht des Stabes, y ist das 

1ßo^Tl,li^ 4QSl I Gewicht des Stabes pro Im 

162). P + — G = — ?— I I I^änge. 

163). 22 _- __ gj^j^g j,j,^j jjg 

o y 



ö). Der Stab ist in zwei Punkten gestützt und die Last 
gleichmässig verteilt: 



164). PZ = 8QS siehe Antw. auf Frage 96 



165). -;-(P + G)= ^^^"^ 



6? 



siehe Erkl. 115. 



21, L i 



siehe Antw. auf 
Frage 97 



P ist die Last, ; ist die Stablänge, 
Q bedeutet den Querschnitts- 
modulus, S den Sicherheits- 
koeffizienten, G ist das Eigen- 
gewicht des Stabes, 6 und h 
sind Breite und HOhe des recht- 
eckigen Querschnitts. Gleich. 
166).— 168). beziehen sich auf 
nachstehende Figur 181 und O 
bezeichnet den Druck auf einen 
beliebigen Punkt x (für Glei- 
chung 168). den Druck auf den 
Mittelpunkt des Stabes). 



Zusammenstellung der in diesem Bach vorkommenden Formeln. 
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167). D = 






l 



168). D = 



_ 2P.«t + 2Pt(;-l,) , G 



+ 




Figur 181. 



»* ^^- 



I ^"S^'"-tS 



^IjjjJ^ 



i 



e). Der Stab ist an 
( 169). P = 

170). P = 

{ 171). VI = 

172). P = 



P an einem 
Punkt wirkend 



P in der Mitte 
wirkend 



beiden Enden fest eingemauert: 

QS '' 



I 
I 
I 



5 



1 



-h 




7. 



\ 



1 hhHS 
3 IJ^ 

8QS. . . 

QS 21 



siehe Antw. auf Frage 98 



siehe Antw, auf Frage 99 



Balken geneigt 



P gleichm&ssig 
verteilt 



CD 



^ in der 
Mitte wir- 
kend, p über 
d. StabUoge 
verteilt 



173). P = 
I 174). P? = 
175). y = 



cos a li I2 
1 hhHS 



3 2^ Z, . cos a 
12QS . . . 



siehe Antw. auf Frag« 100 



siehe Antw. auf Frage 101 



es 

B 

9 

,14 

« 



Nur in der 

Mitte durch 

P belastet 



Nur gleich- 
massig be« 
lastet 



Balken ein- 
gemauert 



176). s = 
177). y = 
178). « = 
179). y = 
180). 8 = 
( 181). y = 



(V + pJ)x /3 \ . 

12ET \4* */ 

24ET \2 / 

(8P + 5pl) 



Z» 



siehe Antw. 

auf 
Frage 102 



: 



384 ET 

pp 



1 



48ET 






V siehe Erkl. 120 



Pbez. die Belastung. 

Q „ den Quersohnittsmodulns. 

5 „ „ Sioherheitskoeffisienfe. 

l „ die Stablänge. 

If^ und li sind die resp. Abstände 
des Angriffspunkts der Last 
von den beiden Stützen. 

6 und h sind Breite und HOhe 
des rechteckigen Querschnitts. 

beseiehn. den Neigungswinkel. 

y „ die Ordinate und x 
dieAbscisse irgend eines Punk- 
tes der elastisdien Linie. 

p bezeichnet die auf einen Meter 
Stablänge verteilte Last. 

E ist der Elastioitätsmodulus. 

T „ das Trägheitsmoment. 

s j, der Pfeil der Biegung. 



384 ET 



\ 



24ET 
1 VP 



i^-'T^i) 



siehe Erkl. 121 



182). 8 - -ggj j,^ 



l 



Vin. Formeln für Bestimmiing der Körperformen Ton gleicher relativer Festigkeit, 



183). S^„ = 



16 Th 



27 Ttr^ 



siehe Antw. auf Frage 107 



Ig^N p _ _ . ^!L (— 1) • S . . siehe Antw. auf Frage 



108 



^max ^^^ ^^ grOsste, bei einem ab- 
gestumpften Kegel auftretende 
Spannung, P ist die Last, h die 
Höhe des Brgänzungskegels 
TT = 3,14, r der Badius am 
freien Ende, B der Badius am 
gefährlichen Querschnitt, l be- 
deutet d. Länge und S in Gl. 184). 
den Sicherheitskoeffizienten.* 
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185). 



X 



yz* 



bh^ 



186). y = —-x, wenn z = h , . . 



187). P 
oder: 



QS 



P = 



1 bh^S 
6 l 



188). z = h y -j- wenn y = b 



Wenn y i z = 6 : 7i, dann ist 

3 



189). z 



190). (» 



-»vi 



3 



= rV 



T 



siehe Antw. auf Frage 112 



siehe Antw. auf Frage 115 



siehe Antw. auf Frage 115 



siehe Antw. auf Frage 118 



siehe Antw. auf Frage 119 



siehe Antw. auf Frage 120 



bi l und h bedeuten die Breite, 
Länge und Höhe eines Balkens 
von rechteckigem Querschnitt 
an der Befestigungsstelle , im 
Abstand x vom ftusseren Ende 
ist dagegen y die Breite, z die 
Höhe, F ist die Tragfähigkeit 
fOr jeden Querschnitt, Q be- 
deutet d. Querschnittsmodulns. 

\Q ist der Badius eines Balkens 
Ton kreisförmigem Querschnitt 
in der Entfernung x vom freien 
Ende, B bedeutet den Badius 
desselben Balkens an der Be- 
festigungsstelle. 



Bei gleichmässig verteilter Last über einen an einem Ende befestigten 

Balken ist: 



191). 



192) P 



yz"^ " bh^ { 
bh^S 



ZI 



Wenn p = b, ist 



193). £r = — Ä 



Wenn z =z hj ist 



194). !^ = —p- 



siehe Antw. auf Frage 121 



siehe Erkl. ISO 



lim Abstand x vom freien Ende 
ist y die Breite, z die Höhe 
eines Balkens von rechteckigem 
Querschnitt, der bei der Länge l 
an der Befestigungsstelle die 
Breite b und die Höhe h hat. 
P bedeutet die Belastung, S ist 
der Sicherheitskoeffizient. 



Ein an beiden Enden unterstützter Träger, über den sich die Einzel- 
last P bewegt. 



195). 



Wenn i/ = b, dann ist 






Xi 



ii') 



oder: 
196). . = ^ Vf^ 

197). P = 



i y 4 

4 WS 
S' l 



siehe Antw. 

auf 
Frage 123 



Figur 182. 




198). P = 



1 EbhH 



P 



siehe Erkl. 141 



8 = Pfeil der Biegung, 
E = Elasticitätsmodulus. 



Zusammenstellung der in diesem Buch vorkommenden Formeln. 
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Bestimmung der mechanischen Arheits- oder Wirkungsgrösse. 



199). 
200). 
201). 
202). 



W = 



W = -^ . ^.^J- 



w = 



w = -. 



ET 

S'TJ 
Y'E 

S2Q/ 



siehe Antw. auf Frage 150 



YE 

_ _. V 
E 



1^ 
6" 

1^ 
6 

1 

4 

6 

1 

18 

203). W = lv. I 

(gilt für eine dreieckige Feder). 

Bestimmung der Zapfendicke und Zapfenlänge. 

204). d = \^~ ' Y^ 

205). d = 0,18 YV 
206). 32(i« = P 






siehe Antw. auf Frage 151 



siehe Erkl. 146 



! 



für Gusseisen \ siehe Erkl. 150 



207). d = 0,15 VP 1 für Schmiede- 
208). P = 45c?2 1 eisen 



W bedeutet die Arbeits- oder 
Wirkungsgrösse , welche zur 
Biegung eines Stabes von der 
Länge l nötig ist. P ist die 
Belastung, E ist d. Elasticit&ts- 
modulus, T ist das Trägheits- 
moment, S ist die Maximal- 
spannung der ftussersten Faser 
im Abstand Y von der neutralen 
Achse, V bedeutet das Volumen 
des gebogenen Körpers. 



d bedeutet den Durchmesser des 
Zapfens. 

= — ist das Verhältnis ron 

Durchmesser zu Zapfenlänge 
S ist der Stcherheitskoeffizient. 
P . „ Zapfendruck. 



IX. Formeln zur Bereehnung der Torsionselasticität und -Festigkeit« 



a). Gesetze der Torsionselasticität. 



209). 



1"- 



o> = 



a,.T.— 



T 



VI 



, a> bezeichnet den Torsionswinkel, 

l P ist die Torsionskraft, l be. 

siehe Antw. auf Frage 164 / ^«^*«* ^*« Stablänge, r ist der 

1 Halbmesser des Stabes und 



T 



der Torsionskoeffizient. 



b). Bestimmimg des Torsionsmoments, der Torsionskraft und des 
grössten Torsionswinkels eines beliebigen Querschnitts. 



210). 
211). 
212). 

213). 

214). 

215). 
216). 

217). 



PRZ 



b) = 



oder ■= 



MZ 



= T4 + Tj »iehe Erkl 



siehe Antw. auf Frage 172 



175 



wO = 



a = 



«0 = 



180 M? 



n 



El To 



Yn 



180 Z 
S:s = Y:e 

M oder PR = 



w 



P = 



E 



-yTo 



siehe Antw. auf Frage 173 



siehe Antw. auf Frage 175 



siehe Antw. auf Frage 176 



iio bezeichnet den Torsionswinkel 
in Bogenmass, qi^ bezeichnet 
den Torsionswinkel in Orad- 
mass. P ist die am Hebelarm B 
wirkende Torsionskraft, also 
P B = M das Torsionsmoment. 
l ist die Stablänge, T^ ist das 

polare Trägheitsmoment, T^ und 
Tj sind die beiden achsialen 
Trägheitsmomente, 1^ ist der 
Torsion selasticitätsmodul, a ist 
der Versohiebungswinkel in 
Bogenmass, a^ derselbe Win- 
kel in Gradmass, Y bezeichnet 
den Abstand der äussersten 
Faserschicht des Gylinders von 
der Achse desselben, S ist die 
Spannung in dies. Faserschicht, 
während « die Spannung einer 
Faser in der Entfernung n vom 

Mittelpunkt bedeutet. Q^ = — - 

ist der polare Querschnitts- 
modulus. Dieselben Bezeich- 
nungen gelten auch für die 
nachstehende Tabelle. 
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Tabelle für einige der wichtigrsten Quersehnittsformen. 



Querschnitt 


Y 


To 


Q. 


M 


Rechteck: Höhe = h 
Breite — b 


1 


^6Ä(6» + Ä') 


g 6äV6»-|-ä« 


1 


^V6» + A» 


g6ÄSV6' + Ä' 


Quadrat: eine Seite a 
horizontal 


^aY2 


l- 


1 a» 
8 V2 


1 a»S 
3 Y2 


Quadrat: eine Diagonale 
horizontal 


i«V2- 


l- 


1 a» 
8 Y2 


1 a»S 
8 Y2 


Kreis 


U 


32'^'** 


ie"'' 


16 ''^'' 


Kreisring 


i- 


3^2 -P» d^) 


1 (D*— d») 
T6"- D 


1 (D»-d*) 
16''^ D 



218). 



Yerdrehungswinkel für Kreisquerschnitt: 
. 2SZ 



— j 



360 S? 



«" = 



oder: 



Ejd;r 



(ü = 2n 



219). 



( w» = 



PR? 
EiF» 



oder cü = 



PRZ 
360 -—^y oder w» = 16 



32PR? 
360 



TT^ 



FR? 



Verdrehungswinkel für quadratischen Querschnitt: 



220) 



,) 






1 . 6PRZ 180« 



Yerdrehungswinkel für einen rechteckigen Querschnitt: 

12PRZ 

i ~ = E.1 
221). 



ft)' 



Ei6Ä(ö» + Ä2) 

12PRI 180« 



Ej6fc(6« + Ä») 7t 



Verdrehungswinkel für einen hohlen Cylinder: 

32PRI 
222), 



«0 = - 



E^n(D* — d*) 

82PR? _ J80; 



siehe 
Erkl. 180 



M beseiohnet den Yerdrehimgs- 
-winkel in BogennaM, M^ be- 
aeichnet denselben Winkel in 
Gradmass. 8 ist der SiciieT- 
beitsmodnlns resp. die Span- 
nung in der tasaersten Faser- 
schicht, l ist die Stablänge, 
B^ ist der Elastieitfttsmodalns 
in Besag auf Torsion. P ist 
die am Hebelarm B w irke nde 
Kraft, F beseichnet d. Fllchen- 
inhalt des Quersehnitts; « be- 
seiehnet in 61 197). die Quadrat- 
seite, b und k sind in GL 196). 
die Seiten des rechtedigen. 
Qaersehnitts und D beseidmet 
in Ol. 199). den ftosseren, d des 
inneren Dnrchmesser des 
ringförmigen Qaersehnitta. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ausfahrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer^* kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gut hrochiert, am den sofortigen and dauern- 
den Gebrauch za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
and Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft. 

Ö). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersichtUch, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorzüglichste Lehrbuch 
8um Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Stuttgart. 
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14^\ä Elasticitäts- und Festigkeits- 

40d. nCiCü n V ! f^M^ i Forts, y. Heft 452. -' 




Forts. V. Heft 452. — - Seite 289—298 
u. I— Vni. (SchlussheftO 

Mit 4 Figaren. 



^^ 






Vollständig gelöste 




/. -•', 



Aufgaben- Sammlung 



~ nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, fGr den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

in^be nnd Entilckliing der benntiten Sätze, Formeln, Re^elB, In Fragen und Antworten 

erl&ntert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

ans allen Zweigen 

S der Recbenknnst) der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. sphärischen 

I Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analysis, 

I Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 

I aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Oraphostatik, Chemie, Geodäsie, Nautik, 

H mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, 

^ Brfleken- n. Hochban's; der Konstmktionslehren als: darstelL Geometrie, Polar- u« 

Parallel-PerspektiTe, Schattenkonstmktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militärs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, ZOT Forthfilfa bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph Kleyer^ 

Mathematiker, rereideter kOnigl. preuss. Feldmesser, Tereideter grossh. hessischer Oeometer I. Klasse 

in Frankfurt a« M« 

unter Mitwirkung der bewährtesten Er&fte. 



»^^csr ^=ii ii:ayj«^^j tsf ?-ii-.,^t-,,^^^,-ji-,^ji-,--ic-^,-i«-,t=t ^n=^«=raM jr--*c=r ^» i3r^'==r ^tij 
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Elasticitäts- und Festigkeitslehre 



oder die Lehre vom Gleichgewicht der Teile fester Körper untereinander 

nach System Kleyer bearbeitet 
U von R. Klimpert, Seminarlehrer u, Physii<er In Bremen. 

Fortsetzung v. Heft 452. — Seite 289—298 u. I— VIII. Mit 4 Figuren. 
I (ISelilusslieft.) 

e Inhalt: 

Vollständiges Pormelnvorzeichnis. — Resultate zu den ungelösten Aufgaben. — Titelblatt. Vorwort. In- 

haltsverzeicbuis und Litteraturvcrzeicbnis. 
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Stuttgart 1888. 
Verlag von Julius Maier. 

Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



I 
I 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften in dem killlgea Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
stes und praktischsten Anf^ben mos dem Gk^samt^biete der Mathematik, Physik, 
Xeckaaiky math. Geographie, Astronomie, des Xasehiaen«, Strassen-, Eisenbahn-, 
Bricken- mnd Hoekbanes, des konstroktiren Zeiehnens etc. etc. and zwar in ToUständlg' 
^loslnr F^rm, mit Tielen Fi^rai^B» Erklärongren nebst Angabe und Entwiekelnng der 
besatalNi Sitae, Formeln, Re^n in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösang 
jedermann verstlLndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen and alsdann anch alle 
Teile der reinoi und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — rorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Toa ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösang (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, and zugleicJi von den Herren Lehrern für den Schulanterricht benatzt 
werden können. Die L$snngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schiasse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltSTcrzeich- 
nis, Berichtigungen and erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Aasgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwissen- 
schaftlichen ünterrichtspianes folgender Schulen: Realschalen L und II. Ordn«, gleieh- 
berecktigten höheren Burgerschnlon, PriTatschnlen, Gjmnasien, Bealgynuaslen, Pre- 
g]rmnaslen. Seh uUehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschalen, Handelsschulen, techn. Torbereitnnsrsschulen aller Arten, gewerbliehe 
Fertbildnngs$chnlen« Akademien« rnirersitäten« Land- nnd Forstwtssenschaflssehnlen, 
Militirsehnlen, Terbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. R für das Eii^jäkrig- Frei- 
willige* nnd Offiiiers-Examen etc. 

Die $ch&ler, Stndierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
natarwissenschat; liehen Fächer werden durch diese, Schritt far Schritt geloste, Aufgaben- 
sammlang immerwährend an ihre in der S^rhule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinuert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Autnaden der Lösangen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lös^n hiben, zugleich aber 
auch die iberaas grosse Fnchtbarkeit der mirhenxAtischea Wissenschiften Torgefuhrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgibens^mnilucg eine kräftige Stütze für den Schul- 
Uaterncht geS::ea werieru iniea zTir Erleraiing des praktischen Teils ier machonatischen 
Dis^rip Ilsen — zum Aafl^>ea Ten Aufgaben — in den meis:ea Scc^iles oft keine Zeit er- 
übrigt werien kar^. kiermit ab-er dea Schi. er bi?i sei-ea hias'.ichen Arbeiten eine toII- 
s:iz.iije Atlä-hizj in üe Hicie g^zebea wiri, entsprechende Aufraben zn lösen, die ge- 
habten Kegeln« F^rm-^ln« Sitze e:c. anznwendea ^luI praktisch zn Terwerten. L:ist. Liebe 
ini Ver^Uziiii rir i-fz. Sci-Iiz^ierrich; wir! dii-irvi eriiltea :iii belebt werden. 

I>Ä lagenienre«, Architekten, Technikern :izi Ficirez.vssr'SL a::er Art. Militärs 
etc. etc. soll iifse Si rrrTT izix znr Anffrischnnr ier erw:rb-:-ea :i:ii ri^Ucicht T^^essenen 
3ii:ireaiAii*:]ie3. K^cri:::.««^ üe-«:: tzd r-i:Ie:ci d,inrh ilir\» praktischen ia allen Bcml^- 
zweigen T*rki>mmend<?tt Anwendmngen einezs t*ten KapitJd lebendige Krar: T^rleihen nnd 
scaüt i-fn Antrieb n w*::-»rf- praktischen Verwcrtaagx^n :i- i « eiteren FMScknngem geben. 

Alle 5':::ÜJjii:tLi^i sei=:ez i>:s:eH-:r:ie* er:xe-^'z« ^vv:i::j^ >j^i prikr^sche Auf* 
ri-'Si w^ri::! ai:t TMck xci Ct^r Keiiku,^ ecTf^^x-^rz^rcmTi *:i 2ii; Ai^cib« der Xamen 
T^rbr-itet;. — W irscie, Fr^ter: e:c^ wel.ie i:? Keiiiti.M b-eir^fr-n. iiaa: ir»r Tertasser, 
:t. Sleyer. Fr^i^kun a^X., Fis<iertV:i>r:isse It?. eciu^i^c. xzi w-.ri ifr>;a Eriexügnng 
: j riJLcisi b tricks: :i ; :gv 
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223). El = PR oder M siehe Antw. auf Frage m 



c). Berechnung von Transmissions- und Radwellen. 

3 

'\ /^16 P B 1 ^1 i«t der Elastieit&tsmodulas in 

224). d ^= \/ ^ — siehe Antw. auf Frage 182 | Bezug auf Torsion, P bezeich- 

' TT o / net die am Hebelarm B wirkende 

3 \ ( Kraft, PR ist das Torsionsmo- 

225). Für Schmiedeeisen ist d = 0,28 VpR .ieh. Antw. .uf \ r«hmUtrÄ%«°sfch«: 

3 ( Frage 183 | heitskoeffizient. 

226). „ Gusseisen „ d = OjSSV'PR ' 

227). Transmissionswellen aus j 4 ) 

Gussstahl, Verdrehungs- d = 4,133 V^PR" L^**^^,^"^^^^ 
Winkel V4" pro Im..) ) 

228). Widerstandsmoment einer ) „^ N 60 . 75 

rotierenden Welle . . . I ^ n 2n \ / 

g J I W^ bezeichnet das Widerstands* 

V-r^r— f I moment der Beibung etc. , W 

^ -Er Ml* j. 11 A™ Umfang eines Kreises Tom 

^ m Millimeter. f | Halbmesser q wirkend. N ist 

\ siehe Antw. J die Ton der treibenden Kraft 

OQAv C3 V -^j • V -oAr i. \ 3 - / auf Frage 185 \ P'o Sekunde geleistete Arbeit 

230). bchmiedeeisen bei 20facher | ^ f^l \ ^^ Pferdekräfle ausgedrückt; 

Sicherheit d = 120 V i I ir* n ^** Umdrehungszahl der 

1 y n \ I Welle pro Minute. 8 ist der 

Sicherheitskoeffizient und d der 
. 3 V ' Wellendnrchmesser. 

231). Gusseisen bei 33facher f ^ r-^ 

Sicherheit | <? = 160 y — 

!D ist der Äussere und d der innere 
Durchmesser der hohlen cy- 
lindrischen Welle, wfthrend d 
den Durchm. eines massiven 
Gy linders von gleicher Festig- 
keit beseichnet. d ist in Teile 
des Durchmessers D ausge- 
dröck^, sodass d = nD, also 
n = ^ bedeutet. 

d). Der an einem Ende befestigte Stab ist in seiner ganzen 
Länge gleichmässig mit dem Drehungsmoment M = PR 
beansprucht. 

234). M = PR^^ = Ato = SQi ) 

ff ^ I siehe Antw. auf 

noex T» STo Z , _, SQ. Z i Frage 187 1 p bezeichnet die am Hebelarm B 

I6b), Jf = "Yp — Oder r = — - ' — ; 1 wirkende Torsionskraft, M ist 

*-^ ^ xt ac I das Torsionsmoment, xbezeich- 

— 1QT I °^^ ^^^ Abstand eines beUebi- 

nna\ IFKZ. ISft \ I gen Querschnitts vom freien 

^öbj. ft> = -K-* |5.-7fr- Oaer <» = ^ • ^^ i / stabende, «ist die stablänge, 

^ ^i ^o ^ I J!ii f siehe Antw. auf / S ist der Sicherheits- resp. 

<^fift P P 7 QA Q 7 i Fraire 189 \ Festigkeitskoeffizient, Y ist die 

2371 fij" — ■ ^ nd<»r m« — _ . _-?^ \ \ Entfernung d. ftussersten Faser 

^ 471 E^To TT YE^ / 1 von der Drehachse, T^ ist das 

polare Trägheitsmoment, Qi = 

238). M = P R -y- j f — ist d. Qnerschnittsmodulus. 

vi ■ i 

> . . . . siehe Brkl. 188 

9QQ\ p n ^d^ l 

239). P = _._—._ 

Klimpert, Elasticitäts- und Festigkeitslehre. 19 
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240). 



fti = 



( ««> = 



241).< 



(a 



Sl 



180 



sz 



(O = 7t 



= 180 



71 E|(2 

E, F"^ 
PRZ 



siehe Erkl. 189 



EiF» 



Ott bezeichnet den Torsionswinkel 
in BogenmaiB, (a^ bezeichnet 
denselben Winkel in Gradmass; 
El ist der Elasticitätsmodalns, 
d bezeichnet den Durchmesser 
eineskreisförmigenQuerschnitts 
und F den Flächeninhalt des- 
selben. 



e). Bestimmung der Körperformen von gleicher Torsionslestigkeit. 



242). 
243). 
244). 






d 



X 

T 



siehe Antw. auf Frage 193 



(O = 



3S? 
E^d 



siehe Antw. auf Frage 194 



y bezeichnet den Durchmesser 
des Stabes in der Entfernung x 
Tom freien Stabende, d be- 
zeichnet den Durchmesser an 
der Befestigungsstelle, l ist die 
Stablänge, P ist die am Hebel- 
arm B wirkende Kraft, S der 
Sicherheitskoefflzient, E^ der 
Elasticitätsmodulus und ta der 
Torsionswinkel in Bogenmass. 



f). Bestimmong der Arbeits- oder Wirkungsgrösse, welche zur 
Verdrehung eines Stabes um den Bogen oi nötig ist. 



247). 



Y2 



246). W = -1.(|-)V 



4 \E,/ 



siehe Antw. auf Frage 195 



siehe Erkl. 191 



2^ 



y siehe Erkl. 193 



W bezeichnet die mechanische 
Arbeit, S ist der Sicherheits- 
resp. Festigkeitskoeffizient, Ej^ 
ist der Elasticitätsmodulus, T^ 

bezeichnet das polare Träg- 
heitsmoment, 2 ist die Stab- 
länge, Y die Entfernung der 
äussersten Faser Ton der Dreh- 
achse und y das Volumen des 
Ötabes. P bezeichnet das Gew. 
eines ringförmigen Schwung- 
rades, V ist die Umfangs- 
geschwindigkeit desselben und 
p = 9,8l m ist die Beschleuni- 
gung des freien Falles. 



X. Formeln zur Berechnung der ZerknickungTsfestigkeit. 

I. Fall, siehe Fig. 183. 

248). ^ = sin(.'\/-#T) 
Allgemein : 

249, P = 4^ 



siehe Antw. auf Frage 200 



250). P = 2,5 



ET 



nV- 



Bei rechteckigem Stab: 



251). P = 



71« E6?i3 



48 



l' 



Bei quadratischem Stab: 



siehe Antw. auf Frage 201 



252). P = 



TT* 

48^ 



Ea* 



y bedeutet die Ausbiegnug eines 
beliebigen Querschnitts in der 
senkrechten Entfernung x vom 
freien Stabende, «ist die grösste 
Ausbieguug an d. Befestigungs- 
stelle. P bezeichnet die auf 
Zerknickung wirkende Kraft. 
T bedeutet das kleinste Träg- 
heitsmoment des Querschnitts 
und E ist der Elasticitätsmodu- 
lus. l bezeichnet die Stablänge, 
n ist ein Sicherheitsfaktor, so 
dass der Sicherheitskoeffizient 
für Zerknickungsfestigkeit S|^= 

— ist. Bei reehteckigem Stab- 
n 

querschnitt ist b die Breite und 
h die Höhe der Querschnitts- 
fiäche. Bei quadratischem Quer- 
schnitt ist a die Seite des Qua- 
drats. 
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Bei cylindrischem Stab: 



253). P = 



n' 



Et?* 



256 /» 



Bei hohlem cylindrischem Stab : 



sieh« Antw. auf Frage 201 



254). P = 



7^3 E (D* — äS) 



256 



P 



II. Fall, siehe Fig. 184. 



Allgemein: 
256). P = ca. 10 ^' ^ 



siehe Antw. auf Frage 202 



nP 



Für einen rechteckigen Stab: 



257). P = 



n^ E 6 A3 



12 



P 



Für einen quadratischen Stab: 

71^ Ea* 
258). P = -i2-l^ 

Für einen kreisförmigen Stab: 



259). P = 



n' 



Ed* 



64 V' 

Für einen hohlen cylindrischen Stab : 
3 E (D* — äS) 



71' 



260). P = -^^ 



l^ 



III. Fall, siehe Fig. 185. 

Allgemein: 

rn^ ETI 

F T 
262). P = 40,^ 

Für einen rechteckigen Stab: 
263). P=^.^^''' 



P 



Für einen quadratischen Stab: 

^^,, .^ TT« Ea* 
264). P = -3-.--- 

Für einen kreisförmigen Stab: 



265). P = 



TT' 



Ed' 



16 P 

Für einen hohlen kreisförmigen Stab : 
3 E (D* — d*) 



266). P = 



71' 



P 



siehe 
Erkl. 208 



siehe Antw. 

auf 
Frage 203 



siehe 
Erkl. 204 



Bei einem eylindrischen Stab be* 
deatet d den Durchmesser and 
bei einem hohlen eylindrischen 
Stab ist D der äussere und d 
der innere Durchmesser. 



Figur 183. 




Figur 184. 






D 
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rV. FaU, siehe Fig. 186. 
Allgemein: 

267). P = 8[^.^] 

ET 



Figur 185. 



oder: 
268). P = ca. 20 



nP 




Für einen rechteckigen Stab: 



n' 



269). P = -^ 
o 



22 



Für einen quadratf örmigenStab : ^ 

n"' Ea* 



270). P = 



V' 



Für einen kreisförmigen Stab: 

271). P= -i.Ed^ 
^ 32 l-^ 

Für einen hohlen kreisförmigen 
Stab: 

272) P-i^.^CDin^) 
^* 32 V' 



US 

o 







Figur 186. 




V 

P 




Allgemeine empirische Formel von Grasshof 



P P 

278). K = n ^ * * 



P^ + P. 



• • . 



. siehe Erkl. 206 



K bedeutet die zulässige Trag- 
kraft ; P^ ist die Kraft, welche 

deu Stab serdrfleken wttrde; 
Pj^ ist die Kraft, welche den 

Stab serknlcken wflrde und n 
ist ein Sicherheitskoeffizient 

so dass S. = — . 
w 



Formel zur Ermittelung des Längenverhältnisses -^ : 



™)-' = (l)Y^Y^ •■ 



d 



siehe Antw. auf Frage 208 



l bedeutet die Stablänge, far 
welche Druck- u.Zerknickiings- 
festigkeit gleich gross sind, T 
ist das Trägheitsmoment, F 
ist die Querschnittsfläche, E 
ist der Elasticitätsmodulas und 
s der Festigkeitskoeffizient. 
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Tabelle über die Verhältniszahlen -j und — resp. -j- der Länge l zu den 

Querschnittsdimensionen d und a resp. h^ bei welcher die Zerknickungs- 

festigkeit gerade gleich ist der Druckfestigkeit. 



Fall 



Quer- 
schnitt 



Tragkraft bei der 



Zerknickungsfestigkeit 



Druckfestigkeit 



Verhältnis (-^) resp. (^) 
oder (— ) für 



Eichen- 
holz 



Schmiede- 
eisen 



Gusseisen 



(Figur 183) 



II 

(Figur 184) 



III 
Figur 185) 



IV 
(Figur 186) 



Kreis 



Quadrat 



Rechteck 



Kreis 



Quadrat 



Rechteck 



Kreis 



Quadrat 



Rechteck 



Kreis 



Quadrat 



Rechteck 



P = 



TT- 



E<i* 



n 256 Z» 



p - 


1 

n 


TT' 

48* 




p = 


1 

. • 

n 


48 


EftÄ3 


p — 


1 
n 


64" 


Ed* 


p = 


1 
w 


TT' 
12* 


Ea* 

2« 


p - 


1 
n 


TT» 

12- 


Eft/|3 

Z« 


p - 


1 
n 


32" • 


Ed* 
Z« 


p = 


1 
n 


~6~' 


Ea* 
Z2 


p - 


1 
n 


6 • 


E&Ä3 

Z« 


p = 


1 
n 


7r3 
16" • 


EcZ* 
Z2 


p = 


1 
n 


TT« 

3 • 


Ea* 
Z» 


p = 


1 
n 


TT« 
3 • 


E&Ä3 

Z» 



7-«a2 

a 4 



p - 


a 


' sa^ 


p = 


a 


' shh 


P =r 


a 


4 


P = 


a 


• sa' 


P = 


a 


• shh 


P - 


a 


' -.- s d^ 
4 


P = 


a 


• sa' 


P — 





' shh 


P - 


a 


4 


P - 


a 


• «a' 



P =-i.s6Ä» 



6 


11 


7 


I2V2 


12 


22 


14 


25 


18 


31 

35V* 


20 


25 


43 


29 


50 







5Vi 



10 



11 V2 



14 



16 



20 



23 



Resultate zu den ungelösten Aufgaben. 

a). Aufgaben über die Zugelasticitat und -Festigkeit. 

Zu Aufgabe 22. a). E = 17517 kg pro n™™ Qnersclmitt; b). £ = 0,00005709. 

Aufgabe 23. Der Draht verlängert sich um l = 6,23 mm. 

Aufgabe 24. Wenn nach Tabelle auf Seite 38 E = 2500000 pro Q c™ = 25000 pro 
□mm gerechnet wird, dann ist a). F = 2244 Qmm; b). d = 53,47 mm oder 5,347 cm; 
c). a = 47,37 mm = 4,737 cm; d). h = 36,66 mm und h = 61,1 mm. 

Aufgabe 25. Setzt man für Eisen E = 15—25000 also im Mittel E = 20000 kg pro {Jmm, 
für Messing E = 6450 und für Blei E = 5400 (siehe Tabelle Seite 10), so ist 
a). P = 837, kg; b). P = ca. 27 kg; c). P = 221/, kg. 

Aufgabe 26. Rechnet man E = 20000 pro Qmm dann ist L = 6000 mm oder 6 m. 

Aufgabe 27. K = 8,09 kg, S = 1,62 kg und E = 931 kg pro r]mm. 

Aufgabe 28. K = 11083 Pfund, S = 2219 und E = 127547 Pfund pro QuadratzolL 

Aufgabe 29. K = 800 kg pro Qcm oder 8 kg pro n]mm. 

Aufgabe 30. Rechnet man für Bleidraht E = 200 kg pro Qcm (siehe Seite 27) so ist 
P = 981,25 kg und die Tragfähigkeit = 196,25 kg. 

Auflgabe 31. Rechnet man ftür den Sicherheitskoeffizient S = 120 pro Qcm, für den 
Tragmodul T = 270 pro Qcm (siehe Tabelle Seite 32) und für den Festigkeits- 
koeftizient K = 800 pro Qcm (siehe Tabelle S. 38) so ist a). d = 18 cm; b). d = 
12 cm; c). d = 7 cm. 

Aufgabe 32. a). Querschnittsfläche F = 13 ^cm: b). Verlängerung 2 = 1,29 cm. 

Aufgabe 33. P = 1099 kg. 

Aufgabe 34. d =r 6,325 cm. 

Aufgabe 35. a). d = 10 cm; b). d = 16,6 cm. 

Aufgabe 36. Das spez. Gewicht Ton Messing zu y = 8,2 und S = 210 pro [jcm ge- 
rechnet, gibt a). den DurcJimesser d = 10,55 cm: b). das Geincht der Stange G = 
35S kg und wenn E = 645000 gerechnet wird (s. Tabelle S. 3S) so ist c). die Ver- 
längerung l = 0,16 cm = 1,6 mm. 

Aufgabe 37. Sicherheitskoeffizient S = 120 pro ~cm und spez. (jewicht = 0,808 ge- 
rechnet, gibt f ur P = 51598 kg. 

Aufgabe 38. S = 210,44 kg pro C^m. 
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Zu Aufgabe 39» Der Draht aus Blei reisst bei 112,28 cm Länge durch sein eigenes Gewicht. 

Aufgabe 40. Der äussere Durchmesser des Drahtseiles beträgt, wie eine direkte Aus- 
messung an der Fig. 38 beweist 22,5 mm und somit ist das spez. Gewicht des Draht- 
seils ca. 0,9 vom spez. Gewicht. Das spez. Gewicht des Eisens sei y = 7,6, dann 
ist, wenn S = 1200 kg pro ^cm gerechnet wird, P = 3963 kg. 

Aufgabe 41. ^i = 1,586 mm, cZj == 1,588 mm, d^ = 1,590 mm, d^, = 1,591 mm. 

b). Aufgaben über die Druckelasticität und -Festigkeit. 

Aufgabe 49. a). Die Verkürzung X = 0,8145 cm oder -^070" ^®^ ursprünglichen Länge L; 
b). Mit Berücksichtigung des Eigengewichts ist k = 0,315 cm oder -y^ty„7r L. 

Aufgabe 50. E = 10000 kg pro ^mm oder E = 1000000 kg pro Qcm. 

Aufgabe 51. Für harten stark gebrannten Ziegelstein ist der Festigkeitskoeffizient s = 
172 kg pro (Dem (s. Seite 62) und somit P^ = 51600 kg; Pj = 27950 kg; Pg = 13416 kg. 

Aufgabe 52. Bei lOfacher Sicherheit ist S = 247,8 kg pro n^i^ (s. S. 62) und somit 
die Kantenlänge a = 100 cm. 

Aufgabe 53. Bei 15facher Sicherheit ist S = 12 kg pro Qcm (s. S. 62) und somit der 
Durchmesser d = SO cm. 

Aufgabe 54. Die Mauerdicke beträgt x = 57,5 cm. 

c). Aufgaben über die Abscherungsfeetigkeit. 

Aufgabe 60. P = 30400 kg. 

Aufgabe 61. d = 4,37 cm. 

Aufgabe 62. e = 34,4 cm. 

Aufgabe 63. P = 21980 kg. 

d). Aufgaben über die Biegungselasticität und -Festigkeit. 

Aufgabe 97. P^ : Pj = 1 : 0,6. 

Aufgabe 98. P^ : Pj = 1 : 0,62. 

Aufgabe 99. P^ : P^ = 1 : 1,4. 

Aufgabe 100. a). Der Balken trägt bei lOfacher Sicherheit 1350 kg und wird b). durch 
13500 kg Last abgebrochen. 

Aufgabe 101. a). P = 2700 kg; b). P = 5400 kg; c). P = 10800 kg; d). P = 10800 kg. 

Aufgabe 102. S = 2350 kg pro Dem. 

Aufgabe 103. a). h = 52,2 cm; b). s = 0,177 cm oder 1,77 mm. 

Aufgabe 104. E = 20966 kg pro O^m. 

Aufgabe 105. Für den Abstand der neutralen Achse erhält man 64,4 mm oder rund 6 cm 

T 774 

und somit ist a). das Trägheitsmoment T = 774 und Q = — = — -— = 129 und 

ferner b). P = 2322 kg; c). 193V2 kg; d). «). 2158 kg, ß). IIIV2 kg. 



296 Elasticit&ts- und Festigkeitslehre. 

Zu Anf^be 106« Breite h = 23,39 cm, Höhe h = 32,74 cm. 

Aufgabe 107* Durchmesser d = 10 7; cm (genau 10,489). 

Anf^be 108. a). P = 6028,8 kg; b). P = 3618,7 kg; c). 2562,1 kg; d). 3940 kg. 

Aufgabe 109. Breite b = 3,44 cm, Höhe h = 17,20 cm. 

Aufgabe 110. Breite 5 = 7 cm und Höhe A = 17,5 cm. 

Aufgabe 111. a). 1567 kg; b). 3134 kg; c). 3134 kg; d). 4701 kg; e). a). 1095 kg, /9). 2190 kg, 
y). 2190 kg, J). 3285 kg. 

Aufgabe 112. ^ (H — ^) = o (^^ — 27) = 8 cm gibt zunächst die Höhe des oberen und 

unteren Flansch. Berechnet man nun nach Formel 12 (Seite 80) die Lage des Schwer- 
punkts, so erhält man für Xi = 18,65, a:, = 24,85, 053 = 10,63 und «4 = 16,35. 
Das Eigengewicht beträgt 3323,25 kg und nach Gleich. 36). und 37). (s. Seite 90) ist 
Qi = 8582, Qj = 6573 und somit P^ = 22858 kg oder Pj = 17118 kg, je nachdem 
der Träger auf dem breiteren oder schmaleren Flansch aufliegt b). P^ = 28375 kg 
oder Pj = 23005 kg. 

Aufgabe 113. S = 157,2 kg pro ncm. 

Aufgabe 114. l = 7,471 m. 



Aufgabe 115. ?j = Z y -^ oder l^ = 186^3 mm. 



Aufgabe 116. a). P = 2937 kg; b). der Druck, den die Gewichte auf den Mittelpunkt des 
Balkens ausüben, ist D = 2944, also schon etwas grösser als das Gewicht, welches 
in der Mitte angebracht werden darf. 

Aufgabe 117. a). Ohne Rucksicht auf das Eigengewicht der Welle erhält man für den 
Durchmesser d = 49 cm. Das hieraus berechnete Eigengewicht G = 792 kg, mit 
dessen Berücksichtigung man für d = 50,24 cm erhält, b). d == 45,65 cm. 

Aufgabe 118. P = 1285 kg. 

Aufgabe 119. Länge l = 6,12 cm. Breite b = 24,48 cm, Höhe oder Dicke d = 4,08 cm. 

Aufgabe 120. Die Senkung s = 5,408 cm. 

Aufgabe 121. a). Die Länge l = 392,4 cm; b). l = 877,396 cm. 

Aufgabe 122. Die Beanspruchung pro n^ni beträgt a). S = 728,37 cm; b). 748 cm. 

Aufgabe 123. P = 41^' ( ^^'"Ä^'^^' )' *^" ^ == ^^^^'^ ^^' ^^' ^ == 15165 kg. Der 
Pfeil der Biegung ist im ersten Fall s = 2,67 mm, im zweiten Fall 8 = 4 mm. 

Aufgabe 124. a). Ab(2bx+I0b^) = 2b^x + 70b^ woraus x = hb. b). T = y [56(46)3+ 
6(86) 3] — (5& — &) . (4 6 — 26)3 woraus T = 266 -|- 6*. c). Q^ = -"^ = 66 -|- 63 und 

3 

Aufgabe 125. 6 = ^15 oder 6 = 2,466 cm. 

Aufgabe 126. Breite 6 = 8,4 cm, Höhe h == 14,7 cm. 
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Zu Aufgabe 127. Nach Antw. auf Frage 113 ist die Materialspannung an der Befestigungs- 
stelle dieselbe als im gefährlichen Querschnitt und zwar ist S = -i v,- oder da in 
diesem Fall 5 = /i, so ist S = ,, oder P = -^^» Daraus folgt a). P = 8424 kg, 
b). P = -^ oder P = 4875 kg. c). P^ rPj = 8424:4875 = 216:125 = 63:5». 

Aufgabe 128. Das Eigengewicht wird näherungsweiße als in der Mitte wirkend angenommen. 

Nach Gleichung 16). auf Seite 82 ist P = -^ • — = — oder h = \/ ^- oder an 

der Befestigungsstelle ist die Höhe h = 53,5 cm. Ferner ist nach der auf Seite 141 
gegebenen Formel, wenn wir die Höhen in 20, 40, 60 etc. Centimeter von der Be- 

festigüngsstelle mit \, h.^ etc. bezeichnen, \ = hY^fi = 47,8 cm; ä, = hY'^ = 

41,5 cm; h^ = hY^ = 33,7 cm und A4 = JiYÖ^ = 24 cm. 



e). Aufgaben über die Torsionselasticität und -Festigkeit. 

3 

Aufgabe 140. Nach Formel d = 0,28 V^PR ist d = 13,81 oder ca. 14 cm. 

8 

Aufgabe 141. Nach Formel d = 160 y — ist d = 190,2 mm oder 19 cm. 

Aufgabe 142. Nach Formel d = 0,38 V^PR ist P = ^ ^ oder P = 3797 kg. 

8 

*\ /"l ß P R 

Aufgabe 143. a). Nach Formel d = y — -g— ist d = 5,884 cm. b)..Nach Formel cü'> = 
16PRg ^ 360 .g^ ^ ^ 0,81145« oder co = 48' 41,22". 

A # 1. i>ij xr , p 10 16PRL360 .^_ 16.360.PR2 , „ 
Aufgabe 144. Nach Formel w« = — = — ^^r — ist E. = jr — ^r- 3* — oder E, = 

778500. 

Aufgabe 145. a). Seite a = 9,2 cm. b). Torsionswinkel cd = 0,54937« oder w = 32' 57,7". 
c). Diesem Winkel entspricht ein Ausweichen der äussersten Faserschicht um 0,6237 mm. 
d). a = 14 cm. 

Aufgabe 146. a). Seite & = 26,436 cm oder ca. 26,5 cm b). d = 46,70 cm oder r = 
23,35 cm. c). a). Winkel w = 0,81274° oder w = 48' 45,864"; ß). Winkel (o = 
0,920130 oder ft> == 55' 12,468". 

Aufgabe 147. a). A = 424115 mkg. b). A = 443893 mkg. 

Aufgabe 148. a). P = 9,33 kg. b). 49M9M2". c). ^ = 192/3 mm. d). 47% Material- 
ersparnis. 

Aufgabe 149. d^ = 23,208 cm ; d^ — 29,240 cm ; d.^ = 33,472 cm ; d^ = 36,840 cm ; 
(?5 = 39,685 cm; d^ = 42,172 cm; öf^ = 44,395 cm; rfg = 46,416 cm; d^ = 
48,274 cm. 

Aufgabe 150. V = 42,926 cbm. 
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f). Aufgaben über die Zerknickungsfestigkeit. 

Zu Aufgabe 160. Nach der in Antw. auf Frage 194 gegebenen Gleichung ist die Seite des 

l 

quadratischen Querschnitts a = 27 cm. Rechnet man aber -j- = 15,5, also 25 kg 

a 



pro Quadratcentimeter, dann ist a = 34,6 cm. Nimmt man aber nach Bitters An- 1 

gaben für n = 2,08, dann ist a = 32,49 cm, 

Aufgabe 16L h = 3,511 cm; h = 17,555 cm. 

Aufgabe 162. a). P = 9741,3 kg. ba). P = 9928,4, ß). P = 4683,3 kg. c). P = 
7046,5 kg. 

Aufgabe 163. a). P = 36750 kg. b). P = 18375 kg. | 

Aufgabe 164. a). 75130 kg. b). 46 cm Dicke. | 

4 



Aufgabe 165. D = y ^.^"^ ^^noir oder D = 17,6 cm und d = 14,08 cm. 



64 P n Z^ 

^»E (1 — 0,8*) 

Aufgabe 166. d = 6,398 cm. 

Aufgabe 167. a). Wandstärke = 1,07 cm oder 10,7 mm. b). d = 11,675 cm. c). Mate- 
rialersparnis 7772% oder an Gewicht 245,680 kg. 



•--5>5^-"f:s^ 
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